DOCE LECCIONES EN COMBINATORIA ALGEBRAICA

FEDERICO ARDILA, MERCEDES ROSAS, MARCOS SKANDERA

RESUMEN. Damos una exposiciéon de varios resultados y problemas abiertos en las
areas de matrices totalmente no negativas, funciones simétricas, teoria de las rep-
resentaciones de S, y arreglos de hiperplanos.

1. INTRODUCCION

(algo asi: ) Muchos problemas en matematicas se pueden solucionar fécilmente con
la utilizacion de objetos combinatorios como grafos, particiones, y conjuntos parcial-
mente ordenados (posets). Por ejemplo, ...

En doce lecciones veremos otros ejemplos que surgen en las dreas de matrices to-
talmente no negativas, funciones simétricas, teoria de las representaciones de 5, y
arreglos de hiperplanos.

2. MATRICES TOTALMENTE NO NEGATIVAS

Sea A una matriz n X n matrix y sean I e I’ dos subconjuntos de [n] = {1,...,n}.
Definimos A; ;7 como la submatriz de A que se construye a partir de A con las en-
tradas correspondientes a las filas en I y las columnas en I’. El determinante de esta
submatriz recibe el nombre del menor (I,1') de A, y se escribe Ay p,

A[,]I = det A[,p.

(Para hablar del menor (I, 1’), necesitamos que || = |I'|.) Decimos que una matriz
es totalmente no negativa si todos sus menores son mayores que o iguales a cero, y
totalmente positiva si todos los menores son mayores que cero.

Un ejemplo de una matriz totalmente no negativa es

5 6 30
4 7 40
21) 1442
0123
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FicUurA 2.1. Una red plana de orden 4.

Se puede mostrar, aunque sea tedioso, que todos los menores de la matriz anterior,
como por ejemplo

5 3
A{172}7{173} = det |:4 4:| = 8,

son mayores que o iguales a cero.

Matrices totalmente no negativas aparecen en varias areas de matematicas como
ecuaciones diferenciales [13], ceros de polinomios [1], [2, p.241], [12, Cap. XV], proce-
sos estocasticos [17], [7], matroides [18], grupos de Lie [21], y geometria algebraica [9],
8], [23], ¥ conjuntos parcialmente ordenados [26], [30]. Estas matrices aparecen
también en economia [16], ingenierfa eléctrica [5], y quimica [24].

En los articulos de Karlin y McGregor [17] y Lindstrém [18], las matrices surgieron
en conexion con ciertos grafos denominados redes planas. Una red plana de orden
n es un grafo dirigido aciclico que se puede dibujar en el plano sin que las aristas
se corten en puntos diferente de los vértices, y tal que hay 2n vértices en el limite
distinguidos como n fuentes y n términos. Daremos por supuesto que las fuentes y
los términos, ordenados contra el sentido de las agujas del reloj, tienen las etiquetas
81,...,Sn,tn,...,t1.

La Figura 2.1 muestra una red plana de orden 4. En figuras daremos por supuesto
que cada arista tiene orientaciéon hacia la derecha a menos que indiquemos otra ori-
entacion.

Dada una red plana, definimos la matriz de caminos W = [w;;] de G como
w;j = # caminos desde s; hasta t; en G.
La matrix de caminos de la red plana en la Figura 2.1 estd en la Ecuacién (2.1).

Teorema 2.1. (El lema de Lindstrém): La matriz de caminos de una red plana es
totalmente no negativa. En particular, el menor A ; es igual al nimero de familias
de n caminos disjuntos desde las fuentes I hasta los términos J.
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Ficura 2.2. Un conjunto de aristas que define una familia de caminos
desde s1, 89,53 hasta tq,ts,t3 (respectivamente) y una familia de
caminos desde sy, 9, s3 hasta to,t1, t3 (respectivamente).

Demostracion: Usando induccion, supongamos que por todas las redes planas
de orden menor que n, las matrices de caminos correspondientes son totalmente no
negativas. (Esto es cierto por n = 1.) Sea G una red plana de orden n con matriz de
caminos W. Dado que cada submatriz de W es la matriz de caminos de una subred
de G, tenemos que mostrar simplemente que el determinante de W es igual al nimero

de familias 7 = (7, ..., 7,) de n caminos en G en las cuales 7; es un camino desde s;
hasta t;, por ¢ = 1,...,n, y en las cuales no hay ningin vértice que pertenece a dos
caminos.

Veamos el producto wy ;- - - wy, », que aparece en el determinante de W,

det W = Z Sgn(a)wmu) © " Wno(n)-

UESn

Este producto es igual al nimero de familias de n caminos en G en las cuales el camino
i va desde s; hasta t;, y donde se permitan intersecciones. Sea m = (my,...,m,) una
familia tal en la cual hay exactamente una interseccién, y sean 7; y 7,41 los caminos
que se intersectan. Entonces, el conjunto de aristas utilizadas por 7 es el mismo
conjunto de aristas utilizadas por la familia

/ / /
T = (T, Tty Ty g, T2, )

que se construye intercambiando a los caminos 7; y m;41 a partir de su interseccion.
(Vea la Figura 2.2.)

La segunda familia es contada por el producto

W1 Wi—1,j—1Wj j41W5+1,jWj42,5+42 * ** Wnn,

que aparece con signo —1 porque la permutacion correspondiente es una transposicién
de 7 v j + 1. Tenemos entonces que la contribucion total de estas dos familias al
determinante es cero. Similarmente, una familia con k intersecciones es contada 2%
veces en el determinante, 2¥~! veces con signo +1 y 2¥~! veces con signo —1. Las



4 FEDERICO ARDILA, MERCEDES ROSAS, MARCOS SKANDERA

S| o——9 I S| o—9o—9 [
S e——oly 5 e —9¢ o1
S; 60— I3 5369 o1
S54 o—o 14 54 o—o——0 14

F1icurA 2.3. Dos redes planas.

tnicas familias que son contadas exactamente una vez (con signo +1) son aquellas en
las cuales no hay ninguna interseccion. U

El Lema de Lindstrom nos da una demostracién facil que ciertas matrices son
totalmente no negativas. Por ejemplo las matrices

1 000 1 000
1100 2100
(2:2) A= 1 11 0}” B = 3210
1111 4 3 21

son totalmente no negativas porque son las matrices de caminos de las redes planas
de la Figura 2.3, donde las aristas tiene orientacion hacia la derecha y hacia arriba.

Lindstréom [18] (y Karlin y McGregor [17]) demostraron Teorema 2.1 en més gen-
eralidad de la que hemos escrito arriba. Dado una red plana GG cuyas aristas tienen
pesos positivos y reales, definimos el peso de un camino como el producto de los pesos
de sus aristas, y definimos la matriz de pesos W = [w;;] de G' como

w;; = suma de pesos de caminos desde s; hasta ¢; en G.

La matriz de pesos también es totalmente no negativa y sus menores se pueden
interpretar en términos de familias de caminos, cada familia con peso igual al producto
de pesos de sus caminos.

Teorema 2.2. La matriz de pesos de una red plana es totalmente no negativa. En
particular, el menor Ay ; es igual a la suma de pesos de familias de caminos disjuntos
desde fuentes I hasta términos J.

Note que el Teorema 2.1 es el caso especial del Teorema 2.2 que corresponde a
peso 1 en cada arista. La demostracion del Teorema 2.2 es muy similar a la del
Teorema 2.1.
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F1cURA 2.4. Tres redes planas elementales.

Una propiedad interesante de las matrices totalmente no negativas se muestra en
la Figura 2.3. Las matrices en (2.2) satisfacen la ecuacién A? = B, y una red plana
que corresponde a B se puede construir utilizando dos copias de la red que corre-
sponde a A. En general, multiplicar matrices totalmente no negativas corresponde
a concatenacién de redes planas. Este hecho se sigue directamente de la definicién
de multiplicaciéon de matrices, y implica que el conjunto de matrices totalmente no
negativas es cerrado bajo la operacion de multiplicacion.

La equivalencia entre multiplicaciéon y concatenacién tiene una consequencia ex-
traordinaria. Whitney [36] y Loewner [19] demostraron que cada matriz totalmente
no negativa e invertible se puede factorizar como un producto de matrices totalmente
no negativas

(2.3) Ly LypDU Uy,

de modo que D sea una matriz diagonal, L; tenga la forma I 4 cF; 1 ;, y U; tenga la
forma I +cFE; j11, donde Ej  es la matriz que tiene 1 en la posicién £, £ y cero en todas
las demds posiciones. Ademéds, Cryer [4] demostré que cualquier matriz totalmente no
negativa se puede factorizar de esta manera. Estd claro que los factores que aparecen
en (2.3) son matrices de pesos de redes planas [3]. La Figura 2.4 muestra las redes
planas cuyas matrices de pesos son

a 0 0 0 1 000 1 000
06 00 0100 0100
00 ¢ Of” 0 e 1 O 001 f
000 d 0001 0001

Vemos entonces que las matrices de pesos no son solamente una clase importante de
matrices totalmente no negativas; son la tnica clase de ellas.

Teorema 2.3. Cada matrizn xn que es totalmente no negativa es la matriz de pesos
de una red plana de orden n.
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FicUrA 2.5. Una red plana genérica de orden n que corresponde a una
matriz n X n totalmente positiva e invertible.

Aunque no existe una unica red plana que corresponda a una fija matriz totalmente
no negativa, si la matriz es invertible, podemos eligir una red plana que tenga la forma
mostrada en la Figura 2.5 [10]. Entonces podemos calcular de manera tinica los pesos
indicados por . Estos pesos son funciones racionales de las entradas de la matriz.
Entonces si la matriz tiene entradas enteras, los pesos seran ntimeros racionales.

Observaciéon 2.4. Por cada matriz A totalmente no negativa con entradas enteras,
existe un entero k tal que kA es la matriz de caminos de una red plana sin pesos.

Como uno esperaria, el hecho de que una matriz sea totalmente no negativa nos da
informacién sobre sus valores propios.

Teorema 2.5. Todos los valores propios de una matriz totalmente no negativa son
numeros reales.

Una demostracién sencilla utiliza algebra exterior. (Vea [2, pp.167-172].) Dado
una matriz A n x n, la potencia exterior k de A, escrita A A, se puede definir como la
matriz (}) x (}) cuyas filas y columnas son los subconjuntos de [n] con k elementos,
y cuya entrada I, J es Ay z, el menor (I,.J) de A. Los valores propios de A*A son los

(Z) productos de los n valores propios, k a la vez. (Incluimos multiplicidad.)

Demostraciéon: Veamos primero el caso de una matriz totalmente positiva. Sea A
una matriz totalmente positiva cuyos valores propios son Aq, ..., A,, con

A > > A

Las entradas de A, menores 1 X 1, son positivos. Entonces el Teorema de Perron-
Frobenius (Vea [20, p.189].) nos dice que A; es el tnico valor propio de méximo
valor absoluto, y que Ay es positivo. Aplicando el Teorema de Perron-Frobenius a
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F1GURA 2.6. La red plana que corresponde a la matriz infinita de co-
eficientes binomios.

N2A N3A, ..., A" A, vemos que cada matriz tiene un tinico valor propio de valor abso-
luto maximo. Estos valores propios son AjAs, A A3, ..., A1 -+ \,, respectivamente.
Dado que cada valor propio es positivo, vemos entonces que los niimeros Aq,..., A,
también son positivos.

Ahora supongamos que A es totalmente no negativa. Un resultado bien conocido
dice que A es el limite de una sucesién de matrices totalmente positivas. (Vea |[2,
Tm. 2.7] o [10, Tm. 11].) Dado que los valores propios de estas matrices convergen a
los valores propios de A, éstos tienen que ser reales y no negativos. U

Veremos en la Seccion 3 que existen matrices infinitas que son totalmente no neg-
ativas y que son importantes. Aunque no esté claro que podamos generalizar el
Teorema 2.3 al caso infinito, podemos generalizar el Teorema 2.2. Por ejemplo la
matriz D = [d;;] definida como

oG i<
70 si no

es totalmente no negativa y es la matriz de caminos de la red plana infinita en la
Figura 2.6 [14]. (Las aristas tienen orientacién hacia la derecha y hacia arriba.)
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3. FUNCIONES SIMETRICAS

En varias situaciones donde se usan matrices totalmente no negativas también
se usan funciones simétricas. Un polinomio f(z) = f(z1,...,2,) recibe el nombre
funcion simétrica si satisface

f(.?j'l, ey L1, Ly 15 Ljy Ljt-24 - - - ,xn) = f(l')

parai=1,...,n—1. En otras palabras, el polinomio f(x) es una funcién simétrica si
podemos intercambiar dos variables sin cambiar el polinomio. (Por méas informacion,
vea [22, Cap. 1], [25, Cap.4], [33, Cap.7].) Note que nuestra terminologia es un poco
enganosa: una expresion como ,/r1Zz que no es un polinomio no recibe el nombre de
funcion simétrica aunque sea una funcién con la propiedad de simetria.

Unos ejemplos sencillos de funciones simétricas son las funciones elementales,

n
el) =z +ay =Y m
i
n—1 n
62($) =T1Tg + X1T3 + Tox3 + -+ = Z Z TiZj,
i =i+l
en(x) = a1 - T,
€n+1(l') = 07
las funciones homogéneas (completas),
n
h(z)=a+ 2+ =)
i
n n
ho(x) = 23 + 2129 + T3 + 2123 + ToT3 + x% + o= Zinxj,
i =i

h(x) = Z Tiy * Ty

1< < im<n



DOCE LECCIONES 9

y las funciones de sumas de potencias,

pl(a:):x1+x2+~--:in,

pg(:z:):xf+:1:§+x§+-~-=z:z:?,

Note que el nombre funcion homogénea también es enganoso: todas las funciones
arriba son polinomios homogéneos. A veces conviene utilizar un vector infinito de
variables, x = (21, x9,...). Asi, no tenemos la identidad e,,(z) = 0 para ninguin valor
de m.

Cualquier funcién simétrica f(x) se puede expresar como una combinacién lineal
de productos de funciones elementales, o de funciones homogéneas, o de funciones
de sumas de potencias. Esta expresién siempre es unica. (Equivalentemente, estas
clases de funciones forman tres bases para el anillo de funciones simétricas, visto como
un espacio vectorial.) Si f tiene coeficientes enteros, entonces cuando escribimos f
como una combinacién lineal de productos de funciones elementales o de funciones
homogéneas, los coeficientes que obtenemos son ntimeros enteros. Por otra parte, si
escribimos f como una combinacién lineal de productos de sumas de potencias, los
coeficientes que obtenemos son numeros racionales. Por ejemplo tenemos que

ey = —hy + 2hshy + h3 — 3hoh? + b,
1 n 1 n 1, 1 n 1,
= 4p4 3p3p1 8p2 4p2p1 24171:
hy = —eq + 2e3e; + e% — 3626% + e‘ll,
1 . 1 . 1, N | R N 1,
= 4]94 3]93]91 8]92 4]92]91 24]917
py = —4ey + dege; + 26% — 4626% + e‘f,

= 4hy — 4hshy — 2R3 + 4hyh? — hi.

Cada clase de funciones de las antes mencionadas tiene asociada una matriz total-
mente no negativa. A la clase de las funciones elementales le asociamos la matriz de
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FicuraA 3.1. La red plana para las funciones simétricas elementales.

Toeplitz infinita

1 €1 €3 €3 €4
0 1 €1 €2 €3
0 0 1 €1 €9
(3.1) E=100 0 1 e
0O 0 0 0 1
(Una matriz A = [a;;] recibe el nombre de Toeplitz si satisface a;; = @itk j+x para

cada k > 1.) Esta matriz es totalmente no negativa en el sentido de que cada menor
es una funcion simétrica con coeficientes positivos. Una tal funcién es denominada

monomio-positiva. Si el vector de variables x = (z1,..

., %) es finito, entonces la

evaluacion de E en n numeros no negativos resulta en una matriz totalmente no
negativa en el sentido corriente. FEsta matriz es la matriz de pesos de la red plana

que aparece en la Figura 3.1.

A la clase de las funciones homogéneas, le asociamos la matriz de Toeplitz

(3.2)

[1 hy
0 1
0 0
0 0
0 0

ha hs Dy
hi hy  hs
1 hy he
0 1 m
0 0 1
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FicuraA 3.2. La red plana para las funciones simétricas homogéneas.

es totalmente no negativa, ya que es la matriz de pesos de la red plana que aparece
en la Figura 3.2.

Para asociar una matriz totalmente no negativa a las funciones de sumas de poten-

cias, necesitamos que el vector de variables © = (x1,...,z,) sea finito. La matriz de
Hankel

n pr P2 ... Pn-

pr P2 P33 --- DPn
(3.3) P=| P2 P3s Ps - - DPntl

n—1 Pn Pnt+1 ... DP2n—2
es totalmente no negativa para cualquier conjunto de valores no negativos x1, ..., x,.
(Una matriz A = [a;;] recibe el nombre de Hankel si satisface a;; = a;qx,;—x pOr

k=1,...,57—1. Vea [11, Cap.10]) La matriz P es igual al producto de una matriz
de Vandermonde con su transpuesta. P = VV7T, donde

1 1 1

T ) c. Tn

2 2 2

(34) V = xl 132 . xTL
n—1 n—1 n—1

L1 Lo Ty,

Si reemplazamos los variables por nimeros reales que satisfacen

(3.5) 0<a)<-- <,
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se puede mostrar por inducciéon que V' es totalmente no negativa. (Vea por ejem-
plo [12, p.99].) Concluimos entonces que la matriz P también es totalmente no
negativa.

Cuando las desigualdades (3.5) son estrictas, entonces la induccién anterior muestra
que V' y P son totalmente positivas. En este caso es facil factorizar V' para construir
una red plana. Ilustraremos eso por el caso n = 4. Tenemos que

V = L1 Ly L3 DUsU, Uy,

donde
100 01 O 0 0]l O 0 0
110 0[ (0 1 0 0] (01 0 0
Lalals =1 1 1 g 0 =2 1 | [0 0 1 0l
11 1 1| |o zizzm aazws (| |g o (azzs)ea—z)
T2—T1 r3—IT2 (3;3_332)(3;3_331)
1 0 0 0
D= 0 To — T 0 0
0 0 (23 — 22) (w3 — 21) 0 )
0 0 0 (1'4 — l‘g)(l’4 — 1‘2)(1'4 — $1)
1 00 O 10 0 O 1 xf 95‘;’
10010 0|0 1 zo 22 |0 1 =z 23
UsUxUy = 001 o001 2|00 1 o
000 1({(0OO0 O 1((0 0 0 1

Concatenando las redes planas correspondientes, construimos a la red plana en la
Figura 3.3.

Las tres matrices totalmente no negativas (3.1), (3.2), (3.3) tienen aplicaciones en
el problema de localizar a los ceros de un polinomio. (El nimero a es denominado
un cero del polinomio a(z) si tenemos que a(a) = 0.)

En los teoremas siguientes, factorizaremos un polinomio a(z) = 14+ a1z +---+a,2"
como

n

(3.6) a(z) = [J(1+ 8:2).

=1

Los numeros 1, ..., 3, son los inversos aditivos de los reciprocos de los ceros de a(z).
Entonces, ellos son reales si y solamente si los ceros de a(z) son reales.

El resultado siguiente es un caso especial de un teorema de Aissen, Schoenberg, y

(Anne) Whitney [1].
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FicurA 3.3. Una red plana para la matriz de Vandermonde.

Teorema 3.1. Sea a(z) = 1+az+---+a,2" un polinomio con coeficientes positivos.
Los ceros de a(z) son reales si y solamente si la matriz de Toeplitz

1 a; ag a3 Q4
0 1 a; Qa9 as
0 0 1 a; Qo
A=1o0 0 0 1 «
0 0 0 0 1

es totalmente no negativa, donde definimos a = 0 para k > n.

Es inmediato que se puede reemplazar a la matriz A por su transpuesta en el
teorema anterior.

Note que cada coeficiente a; es igual a la funcién elemental e;(fy, .. ., 3,). Entonces
la Figura 3.1 nos da una red plana cuya matriz de pesos es A. Por otra parte, esta red
plana no nos sirve para mostrar que los ceros de a(z) son reales, ya que necesitamos
saber cuales son los ceros para dibujar la red. Afortunadamente en algunos casos
podemos construir una red plana para la matriz A sin saber cudles son los ceros de
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FIGURA 3.4. Una demostracién que el polinomio 1462+ 522+ 23 tiene
todos los ceros reales.

a(z). Por ejemplo, la Figura 3.4 muestra una red plana sin pesos que demuestra que
el polinomio 1462+ 52%+ 23 tiene todos los ceros reales (sin usar los valores de ellos).

La dificultad con este método es que tenemos que adivinar la forma de la red plana.
Encima, no se sabe si existe una tal red plana sin pesos ni siquiera en el caso en que
el polinomio tenga todos sus coeficientes enteros.

Pregunta 3.1. Sea a(z) un polinomio en N[z| con todos los ceros reales. ?’Cudndo
y como es posible construir una red plana sin pesos para mostrar que a(z) tiene todos
los ceros reales?

No estd claro que podamos multiplicar el polinomio a(z) por un entero k para poder
responder a la Pregunta 3.1, como sugiere la Observacion 2.4. Equivalentemente, no
se sabe si existe una red plana con pesos racionales para mostrar que a(z) tiene todos
los ceros reales. El tinico teorema de factorizacién de matrices infinitas de Toeplitz
que son totalmente no negativas emplea nimeros reales [1].

Pregunta 3.2. Sea a(z) un polinomio en N[z] con todos los ceros reales. sCudndo y
codmo es posible construir una red plana con pesos racionales para mostrar que a(z)
tiene todos los ceros reales?

De manera similar al Teorema 3.1, el siguiente teorema emplea a las funciones de
sumas de potencias para demostrar que un polinomio tiene todos sus ceros reales. Este
teorema es una consecuencia de un resultado de Gantmacher [12, Cor. de Tm. 6, p. 203],
en combinacién con la positividad total de la matriz de Vandermonde (3.4). (Vea
también [Tm. 6.5][27].)
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Teorema 3.2. Sea a(z) = 1+a1z+---+a,2" un polinomio con coeficientes positivos.
Todos los ceros de a(z) son reales y distintos si y solamente si la matriz de Hankel
P de (3.3) es totalmente positiva, donde p; es la suma de potencias 3 + -+ 3%, y
B1, ..., 0, son los nimeros que aparecen en la factorizacion (3.6).

Sin saber cuéles son los valores de 34, ..., (,, podemos calcular la sumas de poten-
cias utilizando solamente los coeficientes a4, . . ., a,, que como ya hemos observado son
las funciones simétricas elementales evaluadas en (31, ..., 3,. Otra vez es concebible
que podamos construir una red plana sin pesos para mostrar que a(z) tiene todos
los ceros reales. Desafortunadamente no se sabe un método general para realizar

esta construccion, aunque la matriz P tiene entradas enteras y la forma especial de
Hankel.

Pregunta 3.3. Sea A una matriz totalmente no negativa con entradas enteras. ;Cudndo
y como es posible realizar A como la matriz de caminos de una red plana sin pesos?

s Como se puede encontrar el menor entero k de modo que kA sea realizable asi? ;Es
mas fdcil el caso especial de matrices de Hankel?

El resultado de Gantmacher [12, Cor.de Tm.6, p.203], se puede modificar para
aplicarse a los polinomios con ceros repetidos [12, Cap. 15, Sec. 11]. Serfa interesante
modificar el Teorema 3.2 también.

Pregunta 3.4. Sea a(z) = 14+ajz+- - -+a,z" un polinomio con coeficientes positivos.
¢FEs cierto que todos los ceros de a(z) son reales (y no necesariamente distintos) si y
solamente si la matriz de Hankel P (3.3) es totalmente no negativa?

4. POLINOMIOS TOTALMENTE NO NEGATIVOS

El determinante de una matriz nxn es un polinomio en n? variables z = (211, . . ., Tpn),
det(z) = > sgn(0)T1,001) " * Tno(n)
oESH

que se puede evaluar en una matriz A = [a;;] usando la sustitucién z;; = a;;. Segun
la definicion de las matrices totalmente no negativas, la evaluacion de este polinomio
en una matriz totalmente no negativa resulta siempre en un nimero no negativo. Un
polinomio con esta propiedad se denomina totalmente no negativo. Los polinomios
totalmente no negativos aparecen en la investigacion de Lusztig [21], que mostr6
que todos los elementos de la base candnica del anillo de coordenadas de G L, son
polinomios totalmente no negativos. Para comprender mejor esta base, que todavia
no tiene una descripcion sencilla, quizas uno podria esperar caracterizar todos los
polinomios totalmente no negativos, o por lo menos un subconjunto de ellos.
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A 13,13 AZ,Z

A12,12 A3,3 A1,1 A23,23

AN1231230 0.0

FicurA 4.1. Un 6rden parcial sobre los productos de menores princi-
pales de matrices 3 x 3 totalmente no negativas.

Fallat y sus colaboradores descubrieron un subconjunto de los polinomios total-
mente no negativos que se puede U se puede describir en términos de menores prin-
cipales. Un ejemplo es el polinomio

(4.1) ApsrnaBenz — A Apesies)-
Equivalentemente todas las matrices totalmente no negativas de tamano por lo menos
3 x 3 satisfacen la desigualdad

(4.2) A Beaes < Aus s A
Esta desigualdad y cuatro parecidas se muestran en la Figura 4.1 en la forma de un
conjunto parcialmente ordenado. (Interpretamos el menor vacio Agy como 1.)

Los Teoremas 2.1 y 2.3 proveen métodos para demostrar que los productos
(4.3) Aiz13829, A12833, A11lo303,  Aiazi123000

de menores de matrices totalmente no negativas estan relacionados como indica la
Figura 4.1. En particular, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sea A una matriz n X n totalmente no negativa, y sea G una red
plana cuya matriz de caminos es A. Sea I un subconjunto de [n] y sea I = [n] I
su complemento en [n]. Entonces el producto AjjA77 de menores de A es igual a
la suma de pesos de familias m = (my,...,m,) de caminos en G con las siguientes
caracteristicas.

(1) En cada camino, el indice de la fuente es igual al indice del término.
(2) Los caminos con indices en I no se intersectan entre ellos, y los caminos con
indices en I no se intersectan entre ellos.

Imaginando que las fuentes y los términos con indices I son de un color y que las
fuentes y los términos con indices I son de otro color, podemos interpretar el producto
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(c) Contado en Aqg12A3 3. (d) Contado en Aj 1Ag3 93.

F1GUuRA 4.2. Coloraciones de una familia de tres caminos.

A7 A77 como el numero de familias de caminos en las cuales cada camino tiene uno
de dos colores y dos caminos del mismo color no se pueden intersectar.

Ahora consideremos los conjuntos de aristas que son contados por un producto
A7 A7z pero no por otro. La Figura 4.2(a) muestra un conjunto de aristas que
define una familia de caminos sin interseccion. Este conjunto de aristas es contado
por todos los cuatro productos (4.3), como se ve facilmente en las Figuras 4.2(a),

4.2(b), 4.2(c), v 4.2(d).

Por otra parte, el conjunto de aristas en la Figura 4.3(a) no es contado por todos
los cuatro productos (4.3). Para que este conjunto de aristas determine una familia
2-coloreable de caminos, las aristas (s, u) y (s2,u) necesitan tener colores distintos,
porque se intersectan en u. Entonces s; y sy tienen colores distintos. Por la misma
razoén to y t3 tienen colores distintos. Mirando las demas aristas, vemos que las aristas
en la sucesion

(837 U)? (u7 U)v (uv y)v ('r’ y)? (ZL‘, 2)7 (y’ 2)7 (Zv tl)

necesitan alternar de color. Entonces s3 y 1 tienen el mismo color. La Figura 4.3(b)
muestra esta igualdad y las dos desigualdades.
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§1

(a) Un conjunto de aristas que (b) Una codificacién de tres
define tres caminos aristas

(¢) Una familia de caminos (d) Otra familia de caminos

FIGURA 4.3. Familias de caminos.

No es dificil mostrar que un conjunto de aristas que corresponde a una familia
2-coloreable de tres caminos pertenece siempre a una de las cinco categorias sigu-

ientes [28, Sec. 2],
. E D C ZSE %

Estos cinco diagramas senalan parejas de fuentes o de términos que nesecitan tener
distintos colores y parejas de una fuente y un término que necesitan tener el mismo
color.

(Tal vez al lector le puede interesar que los cinco diagramas son una base del
algebra de Temperley-Lieb T3, si definimos el producto de dos diagramas como su

concatenacién. En general formamos el algebra de Temperley-Lieb T, con los n%rl (2:)

diagramas andlogos en 2n vértices. El numero de Catalan n%rl (2:) aparece mucho en

la combinatoria algebraica. Vea por ejemplo la Seccién 11 y [33, pp. 219-231].)

Entonces, para comparar productos de la forma Aj ;A; 7 en matrices totalmente no
negativas 3 x 3, podemos usar subconjuntos del base del dlgebra de Temperley-Lieb
T3. Para cada producto A7 rAzz, hacemos lo siguiente.
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— 5c 25 N &

a

M

a
M

FicurA 4.4. Un poset de ciertos subconjuntos de 7.

(1) Dibujamos dos columnas de n vértices. Llamamos a los vértices a la izquierda

fuentes y a los vértices a la derecha términos. (Los denotamos sq,...,S, y
t1,...,t, como siempre.) B
(2) Parai=1,...,n, coloreamos s; y t; rojos si i € I y azules si i € I.

(3) Apuntamos los elementos del algebra de Temperley-Lieb T,, que conectan so-
lamente las parejas siguentes.
(a) dos fuentes de colores distintos.
(b) dos términos de colores distintos.
(¢) una fuente y un término del mismo color.

Ordenando estos subconjuntos por inclusién, obtenemos todas las desigualdades de
la forma

(4.4) ArrArr <A A7 7.

La Figura 4.4 muestra otra vez el poset de la Figura 4.1, ahora con productos de
menores reemplazados por subconjuntos de T5.

Hace poco se descubrié un criterio mas sencillo para comparar productos de menores
de matrices totalmente no negativas [29].

(1) Dibujamos un camino de n pasos de longitud uno, de modo que el paso i tiene
pendiente 1 si i € I y pendiente —1 si i € I.

(2) Definimos una particién del conjunto [n] de modo que cada bloque consista
de todos los pasos que estén a la misma altura.
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/N7 (123)

N e (12)3) 7\

e
7 (H2)B)

F1GURA 4.5. Un poset de ciertos caminos de tres pasos.

Ordenando estas particiones de [n] por refinamiento, obtenemos otra vez todas las de-
sigualdades de la forma (4.4). La Figura 4.5 muestra otra vez el poset de la Figura 4.1,
ahora con productos de menores reemplazados por caminos.

Hasta ahora hemos caracterizado todos los polinomios totalmente no negativos de
la forma

AssAz7 = AriArg

y estos resultados se pueden generalizar para obtener una caracterizacion [6], [28] de
todos los polinomios totalmente no negativos de la forma

AJ,J’AL,L’ — AI,I’AK,K"
Seria interesante tener una caracterizacion de polinomios totalmente no negativos
mas generales.

Pregunta 4.1. ;Como podemos construir un poset de productos de tres o mds menores
de matrices totalmente no negativas?

Pregunta 4.2. ;FEuxiste una caracterizacion sencilla de todos los polinomios total-
mente no negativos?
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5. FUNCIONES DE SCHUR

En la Secciéon 3 hemos considerado la matriz totalmente no negativa

1 hl hg hg h4 ..

0 1 hy hy hs

0 0 1 hy hy
H=10 0 0 1 n

00 0 0 1

Esta matriz, sus submatrices y sus menores son importantes en la teoria de las repre-
sentaciones y en la geometria algebraica. H se llama la matriz infinita de Jacobi-Trudi,
y sus submatrices también se llaman matrices de Jacobi-Trudi. Cada menor de H es
una funcién simétrica, ya que el conjunto de funciones simétricas es un anillo. Los
menores de H que corresponden a conjuntos consecutivos de columnas se denominan
funciones de Schur.

Note que una funcién de Schur no tiene un nombre tinico segiin nuestra notacion
Ay . Por ejemplo tenemos que

hy hs hy
det | 1 hy ho| = Aigasas = Dousas6 = Asses67 = - -
0 1 M

Por costumbre, denotamos a cada funcién de Schur usando los indices en la diagonal
de la submatriz correspondiente de H. Por ejemplo, la funcién de Schur del ejemplo
anterior es sg11. Los indices de una funcién de Schur siempre forman una sucesion
decreciente (no necesariamente estrictamente), que también se llama una particion.
Una particion se suele escribir como

)\:()\1,...,)\7«).

Los nimeros A, ..., A, se llaman las partes de A. Decimos que A es una particion de
n si tenemos que

M+ A =n.
En este caso también escribimos A Fn, o |A| = n.

Recordando que H es la matriz de pesos de la red plana en la Figura 3.2, podemos
interpretar cada funcién de Schur como una suma de pesos de caminos en ese grafo.
Entonces esta claro que la expansiéon de una funciéon de Schur en términos de los
variables x1,... no tiene resta.

Observaciéon 5.1. Cada funcién de Schur es monomio-positiva.
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X4

X6
X2

X5

!3=1 X2

FIGURA 5.1. Una familia de caminos que contribuye zizsrszs a la
funcioén s997.

La Figura 5.1 muestra una familia de caminos que contribuye con un peso de
3147576 a la funcidn sgo;.

En analogia con las funciones elementales, homogéneas, y de sumas de potencias,
las funciones de Schur forman una base del anillo de funciones simétricas, visto como
un espacio vectorial. Es decir, cualquier funcién simétrica f(z) se puede expresar de
manera Unica como una combinacién lineal de funciones de Schur. De hecho, si f
tiene coeficientes enteros, la combinacién lineal también tendra coeficientes enteros.
Por ejemplo tenemos que

€4 = S1111,
(51) h4 = S4,
P4 = Sq4 — S31 + S22 — S211-

Notemos que aunque la funcion p, es monomio-positiva, no es Schur-positiva. Es
decir, su expansiéon en términos de funciones de Schur no tiene coeficientes positivos.

Una propiedad interesante de las funciones de Schur es que un producto de ellas
siempre es Schur-positivo. La expansiéon (tinica) de un producto tal en términos de
funciones de Schur es una combinacién lineal positiva de ellas. Dadas dos particiones
A, i, podemos escribir

v
(5.2) S\S, = E xS
VE[A+[ ]

Los coeficientes ¢f, se llaman los coeficientes de Littlewood-Richardson. Por ejemplo
tenemos que

(5.3) 531821 = S52 + S511 + S43 + 28491 + Sa111 + S331 + S322 + S3211-

Para obtener esta expresién, podriamos en principio calcular los determinantes s3q, So1,
multiplicarlos, y reconocer la expresiéon que resulta como una combinacién lineal de
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varios otros determinantes. Afortunadamente, existen métodos menos fastidiosos
para calcular la expansién Schur de un producto sys,. Todos estos métodos suelen
llamarse el método de Littlewood-Richardson, aunque sean diferentes.

En la presentacion de un método de Littlewood-Richardson, vamos a representar A
y i como diagramas de cuadrados que se llaman diagramas de Young. Rellenamos los
cuadrados del diagrama de p con ntimeros, creando una tabla que se llama un tableau
de Young. Un tableau de Young se llama semiestdndar si los nimeros crecen (no
necesariamente estrictamente) en las filas y en las columnas. Un tableau semiestandar
de Young de forma p se llama estandar si los ntimeros usados son 1,.. ., |ul.

Definimos el contenido de un tableau de Young T' como el vector
o(T)= (#lsen T, #2senT,...)

Por ejemplo, un tableau semiestandar de Young de forma (4,3,1,1) y contenido
(2,2,3,1,1) es el siguiente,

1]2]3]

‘O‘l‘»& N | =

(5.4)

Si T es un tableau de Young de forma g, escribiremos 7T para denotar el tableau
que consiste solamente de las columnas j hasta p; de T'. Entonces si T es el tableau
semiestandar de Young en (5.4), tenemos que

o(Ty) =(2,2,3,1,1),
c(Tz) = (1,1,3,0,0),
c(T3) = (0,1,2,0,0),
c(Ty) = (0,0,1,0,0).

Nuestro método de Littlewood-Richardson para multiplicar sys, es el siguiente.

(1) Dibujamos A y u como diagramas de Young.

(2) Apunte todos los tableaux semiestdndar de Young T de forma pu tales que,
para j = 1,..., 1, tenemos que X + ¢(7}) es una particiéon de un entero.

(3) Sumamos Sx+e(1) Sobre todos los tableaux T en la lista.

Veamos por ejemplo la multiplicacién de s31821. Se puede confirmar que los tableaux
semiestandar de Young de la forma (2, 1) para los cuales (3,1) 4+ ¢(T) y (3,1) + ¢(T3)
son particiones de enteros son los siguientes:

11| 11| 12‘ 11| 13| 11‘ 22‘ 23| 23‘
2 3 2 3 2 4 3 3 4

— ) — ) — ) — ) — ) — ) — ) — ) —
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X2
X1 X6
X2
I =4
X) w,=2
! 2=4 !.,l,2= 1
! 3= 1’ X2

FIGURA 5.2. Una familia de caminos que contribuye z 2376 a la
funcién sezgada de Schur s44;/91.

Entonces las particiones (3,1) + ¢(T) son
(5,2) (5,1,1) (4,3) (4,2,1) (4,2,1)
4,1,1,1) (3,3,1) (3,2,2) (3,2,1,1).
Asi obtenemos la expresién de la Ecuacién (5.3).

Una generalizacién de las funciones de Schur son los menores de la matriz H que cor-
responden a conjuntos de columnas no necesariamente consecutivas. Estas funciones
se llaman funciones sezgadas de Schury se describen usando una pareja de particiones:
Sx/u- La primera particion determina un menor k£ x k de columnas consecutivas, y la
segunda particion mueve la primera columna ji; posiciones a la izquierda, la segunda
columna g9 posiciones a la izquierda, etc. Por ejemplo podemos ver en la submatriz

hay hs ha hs hg
hi hy hs hy hs|,
0 0 0 1 M

que las funciones s441 y S441/21 son

hy hs he hy hy hg
sy1 =det |hy hy hs|, Saa1/21 = det [hy hz  hs
0 1 hl 0 0 hl

La Figura 5.2 muestra una familia de caminos que contribuye con un peso de x1z3z¢
a la funcion sezgada de Schur sy41/91.

Entonces estd claro que la expansion de una funcion sezgada de Schur en términos
de las variables x1,... no tiene resta.
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Observaciéon 5.2. Cada funcion sezgada de Schur es monomio-positiva.

Una funcién sezgada de Schur no es solamente monomio-positiva, sino también
Schur-positiva. Adenmds, los coeficientes positivos que aparecen en la expansion
Schur de una funcién sezgada de Schur son los mismos coeficientes de Littlewood-
Richardson que obtenemos en la multiplicacion de funciones corrientes de Schur (5.2):

(5.5) Sy/p = Z CruSa-

ARy =[ul

Analogo al método de Littlewood-Richardson para multiplicar funciones de Schur,
es el juego de taquin que construye la expresién (5.5) dadas dos particiones pu, v.
Jugamos el juego de taquin en un tableau estandar de Young de la forma v/u. Es
decir, dibujamos el diagrama de Young para v, borramos las cajas que corresponden
a p, y rellenamos los cuadrados que quedan con los nimeros 1,. .., |v| — || de modo
que crezcan en la filas y en las columnas.

Es posible que el juego de taquin se explique mejor con figuras que con palabras.
La Figura 5.3 muestra el juego en el tableau

1] 5]
2 |3
[ 4]0

de la forma sezgada (4,3,2)/(2,1).

En el juego de taquin, queremos trasformar un tableau T de forma sezgada v/u en
un tableau corriente de |v| — |u| cajas. Movemos cajas arriba y a la izquierda segiin
las reglas siguientes.

Mientras la forma del tableau esté sezgada,

(1) Elijimos de la forma vacfa cualquier cuadrado extremo en el sudeste. (En la
Figura 5.3 lo hemos indicado con un punto.)

(2) Movemos a esta posicién la caja a su derecha o debajo; de estas dos, escogemos
la que tenga el menor ntimero.

(3) Mientras el tableau no tenga forma ni corriente ni sezgada, movemos a la posicién
mas recientemente desocupada la caja a su derecha o debajo que tenga el menor
nuimero.

Llamamos el tableau que resulta jdt(7). Sorprendientemente, este tableau no
depende de los cuadrados elegidos sucesivamente en la regla (1). En la expansién
Schur de s, (5.5), el coeficiente de Littlewood-Richardson cf, es igual al nimero
de tableaux esténdar de Young T de la forma v/u tales que jdt(T) tiene la forma
Ay es rellenado con los nimeros 1,...,|A|, en orden de leer (de arriba a abajo y de
izquierda a derecha).
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F1]5 1,5 113]5
2|3 2|3 -2
4] 6 4] 6 4|6
113]5 1]3]5 1] -13]5
2|, 216 2] 6
416 4 4
13| -5 113]5

2] 6 216

4 4

Ficura 5.3. El juego de taquin.

Por ejemplo en el cdlculo de la expansion Schur de s3g1/21, jugamos el juego de
taquin en cada uno de los seis tableaux estdndar de Young de la forma (3,2,1)/(2, 1),

1
jat | 2 | =2 jar| 3 :;3, gt [ 1 :éz,
3 3 2 3
2 3 3
jdt [ 3 :;)2, jar | 1) =37 gar| 2 | =123
1 2 1

Ignorando el segundo y el quinto tableaux, que no contienen los ntmeros 1, 2,3 en
orden de leer, tenemos que

S321/21 = S111 1 2821 + S3.

Como ya hemos notado (5.1), no todas las funciones monomio-positivas son Schur-
positivas. Las funciones Schur-positivas son interesantes porque corresponden a rep-
resentaciones de S,,. (Vea la Seccién 7.) Hay varios resultados y conjeturas que dicen
que ciertas funciones simétricas son Schur-positivas. (Vea, por ejemplo [32], [34].)
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Notemos que los resultados de la Seccion 4 se pueden aplicar a las matrices de
Jacobi-Trudi para definir funciones que son monomio-positivas. Por ejemplo, el poli-
nomio totalmente no negativo Ay313A29 — Ajg12A33 nos da una clase infinita de
diferencias de productos de funciones de Schur. Extranamente, estos polinomios
parecen ser siempre Schur-positivos. Por ejemplo, tenemos que

S41/182 — §3281 = Sg + 2851 + Sa2 + Sa11,
S52/183 — 843582 = Sg1 + 2872 + S711 + S63 1+ 28621 + S54 + S531 + S22,
(5.6)  S63/154 = 85453 = S10,2 T 2593 1+ Sg21 + Sga + Ss31 + Ss22 + S75 + S7a1 + 25732

+ S6 1+ Se51 1+ Se42 + S633,

Varios casos especiales se han demostrado ya. Por ejemplo, podemos mostrar que
todos las funciones simétricas de (5.6) son Schur-positivas.

Proposicién 5.3. Sea v un entero no negativo. Entonces la funcion simétrica

(5'7) Si4+3,i/15i+1 — Si4+2,i+15¢

es Schur-positiva.

Demostracién: Usando el juego de taquin y dos interpretaciones de los coeficientes
de Littlewood-Richardson (5.2), (5.5), se puede mostrar que tenemos que

Si+3,i/1 = Si+2,i T Si+3,i—1-

Entonces nuestra funcién simetrica (5.7) se puede escribir como

(5-8) 8i+2,iSi+1 t Si+3,i—15i+1 — Si+2,i+15i-

Ahora tenemos que mostrar que cualquier funciéon de Schur que aparece en la ex-
pansion Schur de s;49,115; también aparece en la expansion Schur de s;19;5,41 0 de
Sit3,i—15i+1. Supongamos que aplicamos el método de Littlewood-Richardson al pro-
ducto S;42,418i, y consideramos una manera de rellenar el tableau de la forma i y
anadir su contenido a la particién (i + 2,7+ 1). Sea la particién que resulta v. Apli-
cando ahora el método de Littlewood-Richardson al producto s;y2;si11, rellenamos
un tableau de la forma ¢ + 1 con los mismos niimeros que hemos usado para rellenar
el tableau de la forma i, mas un 2 adicional. Anadiendo el contenido de este tableau
a la particién (i + 2,17), obtenemos otra vez la particién v.

Ya que s, aparece en la expansion Schur de s;49 ;5,41 con multiplicidad mayor que
o igual a su multiplicidad en la expansiéon Schur de s;42,415;, sabemos que la funcién

Si+2,iSi+1 — Si+2,i+15i-

es Schur-positiva. Entonces la funcién (5.8) también es Schur-positiva. O
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Serfa interesante demostrar que la generalizacién de la Proposicion 5.3 también es
cierta.

Conjetura 5.4. Sea f = Aj ;A7 5 — ArrAz; un polinomio totalmente no negativo,
y sea A una matriz de Jacobi-Trudi. Entonces f(A) es una funcidn Schur-positiva.

6

Utilizando los caracteres irreducibles, podemos definir para cada particién A de n
una funcién en n? variables © = (T11,...,Tpn)

Imm)\(x) = Z X)\(ﬂ—>xl,7r(1) T xn,ﬂ(n)
TES,

que se llama el A\-tmanante de una matrix n x n. Esta funcién es totalmente no
negativa [35]. Ademads, su evaluacién en cualquier matriz de Jacobi-Trudi siempre es
una funcién Schur-positiva [15, Tm. 1.4].

10
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