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1 Einleitung

Es gibt viele Zahlen und Zahlenfolgen, die mit Leonhard Euler in Verbindung gebracht werden. In
dieser Arbeit geht es um die Euler-Zahlen, die die Anzahl an Permutationen von S, beschreiben,
die genau k Abstiege haben. Andere Zahlen(-folgen) sind beispielsweise die eulersche Zahl e, die
»~Euler-Numbers* (im Deutschen eulersche Zahlen, teilweise aber auch Euler-Zahlen) E,,, (die Folge
der alternierenden n-Permutationen [2, S. 36]) sowie die Euler-Zahl Eu (eine dimensionslose Kennzahl
der Ahnlichkeitstheorie). Neben den Euler-Zahlen soll eine Einfiihrung in die Euler-Polynome gegeben
werden. Diese sind der Grund, weshalb die Euler-Zahlen (nach Eulers Definition) iiberhaupt entstanden
sind.

Der letzte Teil der Arbeit wird den ,,Carries (den Ubertriigen bei schriftlicher Addition) gewidmet.
Dabei soll untersucht werden, wie wahrscheinlich ein bestimmter Ubertrag bei der Addition von m
beliebigen Zahlen der Linge n ist. Dies ist von Interesse, da uns die Euler-Zahlen bei der Betrachtung
wieder begegnen und die Ubergangsmatrizen weitere Gemeinsamkeiten mit den Euler-Zahlen aufweisen.

Die Arbeit ist dabei in drei Teile gegliedert. Der erste umfasst die Kapitel 2 und 3 und gibt die
wichtigsten Definitionen sowie die rekursiven Bestimmungen der Euler-Zahlen und der Euler-Polynome.
Der zweite Teil umfasst Kapitel 4 und 5, in welchen wir uns etwas vertiefter mit den Euler-Zahlen
und -Polynomen auseinandersetzen wollen. Der dritte Teil behandelt das Kapitel 6, in dem wir uns
mit den Ubertriigen in der schriftlichen Addition beschiiftigen. Wir werden dort sehen, dass wir die
Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Ubertrag durch die Euler-Zahlen berechnen konnen.

2  Grundlagen

Dieser Abschnitt setzt sich als Ziel, notwendige Grundlagen fiir die Veranschaulichung und Analyse
der Euler-Zahlen und Euler-Polynome zu legen. Zu Beginn wird es eine kurze Wiederholung der
Binomialkoeffizienten geben. Dieser dient dazu, Ahnlichkeiten mit den Euler-Zahlen aufzuzeigen, die
danach definiert werden sollen. Neben den Euler-Zahlen werden zu dem die Euler-Polynome definiert
als auch Gleichungen, in denen sie vorkommen, beschrieben. Als letzter Abschnitt wird ein historischer
Einblick erfolgen, der zum einen die {-Funktion definiert und beschreibt, was Eulers Ziel bei der Analyse
der {-Funktion (beziehungsweise der 11-Funktion) war, zu anderen den Zusammenhang mit der Thematik
dieser Arbeit erliutert.

2.1 Die Binomialkoeffizienten

Bevor wir zu den Euler-Zahlen gelangen, ist es hilfreich fiir das Verstindnis, sich die Binomialkoeffizienten
(Z) fiir n, k € N genauer ansehen. Da diese den meisten LeserInnen bekannt sind, wollen wir hier lediglich
die wichtigsten Aussagen zusammenfassen und bestimmte Gleichungen in Erinnerung rufen. Die Bino-
mialkoeffizienten beschreiben die Anzahl an moglichen k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
n

7) =0, wenn n < 0 oder k < 0 sowie wenn k > n ist.
Es gibt eine einfache Moglichkeit, die Binomialkoeffizienten zu berechnen, auch wenn dies fiir grofie n

Menge. Dabei vereinbaren wir als Konvention, dass (

eher umsténdlich ist. Bevor wir uns der Rekursion in Proposition 2 zuwenden, konzentrieren wir uns auf
eine andere Eigenschaft, die wir spiter auch auf bei den Euler-Zahlen aufgreifen wollen: Die Symmetrie.

Proposition 1. Fiir alle natiirlichen Zahlen n und k mit k < n gilt:

(0)=("0)

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition des Binomialkoeffizienten, da es egal ist, ob wir genau k
Elemente aus der n-elementigen Menge entnehmen oder ob wir k-Elemente in der Menge lassen und
n — k Elemente entnehmen. O



Diese Eigenschaft kann uns das Rechnen von Zeit zu Zeit erleichtern, insbesondere da wir sie
analog mit einer kleinen Abwandlung, auf die Euler-Zahlen anwenden konnen. Um fiir beliebige » und &
die Binomialkoeffizienten zu berechnen, werden nur die zwei Binomialkoeffizienten benétigt, die im
Pascalschen Dreieck (Tabelle 1) iiber dem zu berechnenden Eintrag stehen. Da es sich um eine Tabelle
und keine wirkliche Pyramide handelt sind es der direkt dariiber stehende Koeffizient sowie dessen linker
Nachbar.

Tabelle 1: Pascalsches Dreieck der Binomialkoeffizienten (Z) fir0<k<n<0o.

kO 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |1

111

2 |1 2 1

301 3 3 1
411 4 6 4 1

501 5 10 10 5 1

6 |1 6 15 20 15 6 1

7 /1 7 21 35 35 21 7 1

8 |1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 |1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Proposition 2. [Rekursion der Binomialkoeffizienten] Seien k,n € N, fiir alle 1 < k < n gilt:

O-()() O (0o

Beweis. Fiir den Rekursionsanfang gilt, dass aus einer n-elementigen Menge nur auf eine Weise 0
Elemente entnommen werden konnen, namlich, indem man keines entnimmt. Analoges gilt fiir das
Entnehmen einer n-elementigen Teilmenge und kann auch aus Proposition 1 abgeleitet werden.

Die k-elementigen Teilmengen von [n] := {1,2,...,n} konnen auf zwei verschiedene Arten un-
terschieden werden: diejenigen, die n enthalten und diejenigen, die n nicht enthalten. Das heift, es
miissen die Kardinalititen der beiden Teilmengen addiert werden, um auf die Anzahl aller k-elementigen
Teilmengen von [n] zu kommen. Wenn 7 in der k-elementigen Menge ist, miissen wir k — 1 weitere
Elemente aus [z — 1] wihlen (da n bereits in der Menge enthalten ist). Dafiir gibt es (Zj) Moglichkeiten.
Fiir den Fall, dass n nicht in der k-elementigen Menge enthalten ist, miissen noch k Elemente aus n — 1
gewihlt werden, dies sind (*,') Elemente.

Insgesamt gilt also (’,::}) + (";1) =) O

Die Binomialkoeffizienten haben aber noch eine gréBere Bedeutung, die mit den Erzeugendenfunk-
tionen (siehe Kapitel 5) in Verbindung steht. Die Reihe, durch die sie erzeugt werden, ist (x +y)" =
Yieo (Z)xky”_k , die einen Weg bietet, die Potenz einer Summe zweier Zahlen (oder sogar Polynome) x,y
zu bestimmen und die wir uns an diesem Punkt zuwenden wollen.

Satz 3 (Binomischer Lehrsatz). Fiir alle natiirlichen Zahlen n, sowie x,y € C|x] gilt:
(M ko
n__ n—
(x+y)'= /Zf) <k>x Yy
Beweis. Siehe [10, S. 6]. L]
Fiir n = 2 erhilt man auf diese Weise die erste binomische Formel:
LN G)
x+y)?=Y <k>xky2_k =" 2xlyl 4020 = 2 4 2xy + )7
k=0

6



Es gibt noch viele weitere Aussagen und Gleichungen, die mit Binomialkoeffizienten arbeiten. Da
dieser Abschnitt aber das Verstindnis der Euler-Zahlen erleichtern soll, reichen die hier getitigten

Aussagen aus.

2.2 Definition der Euler-Zahlen und der Euler-Polynome

Die kombinatorische Definition der Euler-Zahlen ist iiber die symmetrische Gruppe S, gegeben. An
dieser Stelle sei betont, dass es nicht die einzige Moglichkeit ist, eine Definition anzugeben. Wie schon
in der Einleitung beschrieben,handelt es sich dabei auch nicht um die von Euler gegebene Definition.
Fiir alle n € N ist S, die Gruppe, die alle Permutationen von [n] enthilt. Der Ubersichtlichkeit halber
wird in dieser Arbeit die Tupelschreibweise verwendet — also @ = @(1)®(2)--- w(n) fir ein ® € S,,.
Ein Element der Gruppe Sg ist beispielsweise @ = 47128365. Es folgen einige kurze Definitionen, die
benotigt werden, um die Euler-Zahlen — die Anzahl an Permutationen, die bei einer n-elementigen
Menge exakt k Abstiege enthalten — definieren zu konnen. Dies folgt [17, S. 6]. Die Abstiege (im
Englischen mit ,,descents bezeichnet) einer Permutation @ € S, sind alle Positionen i € [n — 1], fiir die
(i) > w(i+ 1) gilt. Dies sind maximal n — 1 Positionen, da es an der letzten Stelle der Permutation
keinen Abstieg mehr geben kann. Die Menge der Abstiege in einer Permutation ® bezeichnen wir mit
Des(®):
Des(w)={i€n—1]: 0(i) > w(i+1)}.

Die Kardinalitit der Menge Des(®) wird mit des(®) bezeichnet:

des(w) =|Des(w)|=[{ic[n—1]: 0(i) > o@i+1)}]

Das gerade genannte Beispiel @ = 47128365 hat Abstiege in Position 2 (da 7 > 1), Position 5 (da
8 > 3) und Position 7 (da 6 > 5). Daher gilt Des(®) = {2,5,7} und somit folgt des(®) = 3. Nach diesen
Definitionen wollen wir die Euler-Zahlen A, ; definieren.

Definition 4. Fiir positive ganze Zahlen n und k, mit n > k, ist die Euler-Zahl wie folgt definiert:
App=|{w €S, :des(w) =k} |.

Tabelle 2 stellt die Euler-Zahlen fiir 0 < k < n < 10 dar. Das Beispiel ® = 47128365 mit des(w) =
3 ist also ein Element der Menge {® € Sg : des(w) = 3}, deren Kardinalitit Ag 3 entspricht, da die
Permutation zur Symmetriegruppe Sg gehort und drei Abstiege beinhaltet.

Tabelle 2: Euler-Zahlen A, fiir 0 <k <n < 10.

n\k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n!
1 |1 0 1
2 |1 1 2
3 01 4 1 6
4 |1 11 11 1 24
5 |1 26 66 26 1 0 120
6 |1 57 302 302 57 1 0 720
7 1 120 1191 2416 1191 120 1 5040
8 |1 247 4293 15619 15619 4293 247 1 0 40320
9 |1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 0| 362880
10 | 1 1013 47840 455192 1310354 1310354 455192 47840 1013 1 | 3628800



Die Euler-Polynome A, (¢) sind wie folgt definiert [17, S. 9]:

Definition 5. Fiir n > 0:

n—1
At) =1 und A,(1)= Y 195@ =Y A, k.
k=0

weS,
Beispiel. Sein n =4 gegeben, dann lautet das Polynom:

3
A4(l‘) = ZA4’kl‘k :A473l‘0 —|—A471t1 —{-A4’2t2 —|—A473l‘3 =1+11+ 11¢2 —|—l‘3.
k=0
Wir werden diesen Polynomen in dieser Arbeit spiter wiederholt begegnen, wenn wir uns deren
Urspriinge anschauen (Kapitel 2.4), sie mit der Carlitz-Identitdt in Verbindung bringen (Kapitel 4.1) und
wenn wir sie in Kontext mit Erzeugendenfunktionen bringen (Kapitel 5).

2.3 Gleichungen mit Euler-Zahlen

Nun wollen wir die Euler-Zahlen jedoch begreifbarer machen, indem wir sie in einigen Gleichungen
ansehen. Zum einen funktionieren die Euler-Zahlen als Sortierung der symmetrischen Gruppe S,, und
als zweites soll eine Erlduterung geben werden, dass die Definition der Euler-Zahlen iiber Anstiege eine
dquivalente Darstellung ist und dabei auf einfachem Weg aus der Definition iiber Abstiege herzuleiten
ist. Als letztes wollen wir uns A, x mod (p+ 1) zuwenden, wenn (p + 1) eine Primzahl ist.

Die Summe der Euler-Zahlen A, x von k = 0 bis k = n — 1 ist die Fakultit von n. Dies ist die Summe
der einzelnen Werte der n-ten Zeile des Euler-Dreiecks — in Tabelle 2 sind die Werte in der letzten
Spalte ablesbar.

Proposition 6. Es gilt Y} A, = n! fiir alle n > 0.

Beweis. Da die Mengen hinter den Euler-Zahlen (zu einem festen n) paarweise disjunkt sind wird auf
diese Weise jede Permutation der Gruppe S, genau einmal gezéhlt:

n—1
W {weS,:des(w)=1} =5, = Y Awi=n!.
Ie[n—1] k=0

Somit ist unsere Aussage bewiesen. O

Beispiel. Sei n =4 gegeben. Dann muss man vier Euler-Zahlen addieren.
4! = Zi:0A4,k :A4’0 +A471 +A4_’2 —|—A4_y3 =1+114+114+1=24.

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Euler-Zahlen anhand der Abstiege in den Permutationen
definiert. Man kann auf analoge Weise die Anstiege definieren und erhélt eine gleichwertige Definition
der Euler-Zahlen.

Definition 7. [Aufstiege] Fiir die Aufstiege einer Permutation o € S, gilt:
asc(w) :=[{ien—1]:0() <w(i+1)}|.

Die Definition unterscheidet sich von der der Abstiege nur in der Hinsicht, dass wir > in die andere
Richtung gedreht haben. Die Euler-Zahlen haben keine einheitliche Definition, weshalb es noch weitere,
leicht abgewandelte Definitionen (wie, dass A, ; die Permutationen mit k — 1 Abstiegen beschreibt) gibt.
Wir wollen uns nun dem Zusammenhang zwischen Aufstiegen und Abstiegen zuwenden.



Proposition 8. Fiir alle k,n € Nmit 0 <k <n—1 gilt: des(®)+asc(w) = n— 1. Daher folgt, dass

asc(®) = |[n—1]| — |Des(®) |
=n—1—des(®).
Beweis. Die Anzahl k der Abstiege wird dabei von n — 1 und nicht von n abgezogen. Dies liegt daran,
dass es maximal n — 1 Positionen gibt, die Abstieg oder Anstieg sein konnen. Jedes Paar (0 (i)w(i+ 1))

fiir i <n—1 ist also ein Anstieg oder ein Abstieg. Wenn wir genau k Abstiege haben, miissen die
restlichen 1 < n— 1 — k Paare also Anstiege sein. O

Daraus konnen wir folgendes Korollar ableiten, bei dem es sich um eine symmetrische Eigenschaft
der Euler-Zahlen handelt und die eine Ahnlichkeit mit (1) aufweist.

Korollar 9. Fiiralle k,n e Nmit 0 <k <n—1gilt: A,y = Appn—1--

Beweis. Bei A, ; haben wir k Abstiege, somit also (n — 1) —k Anstiege und bei A, ,_¢—; sindesn—1—k
Abstiege, beziehungsweise k Anstiege. Mit Proposition 8 folgt die Gleichheit. O

Beispiel. Sein =6 gegeben, dann gilt:
Ago=1=A66-1-0, As,1 =57 =Ag¢6-1-1, und Agp =302 = Agg_1 2.

Mit Korollar (9) erkennen wir nun auch, warum — #hnlich dem Pascalschen Dreieck — eine
Symmetrie im Euler-Dreieck herrscht. Daher sind die Euler-Zahlen fiir Ag ;. in Tabelle 3 aufgelistet, um
die Symmetrie daran aufzuzeigen.

Tabelle 3: Euler-Zahlen Ag  fiir 0 <k <n <6.
kO 1 2 3 4 56
6 1 57 302 302 57 1 O

Satz 10. Sei (p+ 1) eine Primzahl. Dann ist A,y mod (p+1) = L.

Der Beweis wird nach Abschnitt 3.2 erfolgen, da wir die rekursive Definition der Euler-Zahlen fiir
den Beweis benotigen. Hier sollen aber zwei Beispiele gegeben werden.

Beispiel. Sei p+1=>5:

Dann gilt: Ay mod 5 =1, da wir Ay 90 =A43 =1mod 5 =1 und A4} =As> =11 mod 5 =1 haben.
Seip+1="7:

Dann gilt: Agmod7 =1, da wir A70 =A76=1mod7=1,A71 =A74=5Tmod7 =1 und A7, =

A73=302mod 7 =1 haben.

2.4 Ein kurzer geschichtlicher Uberblick

Die Euler-Polynome tauchen erstmals in Eulers 1755 erschienenen Werk , Institutiones Calculi differen-
tialis* in Kapitel 7 [7] ([E212]") und seinem Aufsatz [8] ([E352] nach Enstrom-Index) auf ~Remarques
sur un beau rapport entre les series des puissances tant directes que reciproques®, wobei man den genauen
Weg der Euler-Zahlen und -Polynome nur schwer nachverfolgen kann. Der Ursprung der Euler-Polynome
findet sich in der spéter nach Riemann benannten {-Funktion, die Euler fiir negative Werte auswerten
wollte sowie der 17-Funktion, die er mit A(m) = Y2, (—1)"*!i" in Verbindung gebracht hat [8, S. 2]. Erst

Die Nummerierung folgt den ,,Enestrom numbers*, die von Gustav Enestrom entwickelt wurden, um die wichtigsten
Werke Eulers schneller zuordnen zu kénnen.



durch die dafiir entwickelten Euler-Polynome sind die Euler-Zahlen (nach seiner Definition) tiberhaupt
entstanden.

Zuerst soll die {-Funktion beschrieben werden, fiir die Havil [12, S. 49, 55] und Hirzebruch [13]
einen guten Einblick bieten. Eine Betrachtung der Funktion erfolgt im Regelfall im Komplexen, wobei
sie, wie Euler es getan hat auch nur im Reellen analysiert werden kann.

Definition 11. [{-Funktion] Fiir alle s € C mit Re(s) > 1 gilt:

awzi

Die Reihe konvergiert fiir Re(s) > 1 absolut und divergiert, falls Re(s) < 1 (fiir s € N konvergiert
die Reihe, wenn s > 1). Dabei handelt es sich, wie oben gesagt, um die Riemann-{-Funktion, da die

1
ns

S TR L N
I’l_ s 3s :

#5

{-Funktionen eine ganze Familie an verschiedenen Funktionen bilden. Ein Spezialfall der Riemann-{-
Funktion ist das ,,Basler-Problem® [12, S. 50], bei dem es das Ziel war den Wert von {(2) zu berechnen:
Viele Mathematiker haben es versucht, sind jedoch nicht erfolgreich gewesen. Euler gelang es um das
Jahr 1731 ganze sechs Dezimalstellen zu berechnen, und 1735 kam er dann auf den genauen Wert %2. Die
alternierende Version der Reihe ist dabei sogar auf (0, o) definiert und wird als 1-Funktion bezeichnet.

Definition 12. [1-Funktion] Fiir alle s € C mit Re(s) > 0, gilt:

> (—1)n ! 11 1
=L =gty

Die {- und n-Funktion stehen im Zusammenhang miteinander, wie der folgende Satz erkennen lésst.

Satz 13. Fiir die {-Funktion und m-Funktion gilt, dass

n(s) = (1-27)¢(s).

Beweis. Die Gleichheit wollen wir mit einem kleinen Trick beweisen:

) o 1\n+l1
cm—mwz(;;>—<§(ﬁf)

1 1 1 1
P! 1 1 1
2l a1
D2y D _otse(s).

2Sn lnS

—

Es gilt (1), da bei der n-Funktion die Vorzeichen alternieren — dadurch bleiben nur die Briiche mit
gerader Zahl im Nenner {ibrig, und das jeweils zwei mal, da wir diese addieren. Die zweite Gleichheit gilt,
da wir lediglich das %—i aus den einzelnen Summanden raus ziehen, wodurch wir %—j mit der {-Funktion
multiplizieren.

Nun wissen wir, dass {(s) — 1 (s) = 2! 7*{(s) entspricht, miissen aber noch ein paar kleine Umfor-
mungen vornechmen, um das gewiinschte Ergebnis zu erhalten.

Cs)—n(s)=2""Cs) = L(s)=2"""C(s)+n(s)
= L)-27Cs) =n(s)
<~

L(s)(1-2"7") =n(s)

Somit ist der Satz bewiesen. O
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Die {- und n-Funktion haben aber einen Nachteil: Sie sind, wie wir gesehen haben, nicht fiir
einen negativen Realanteil definiert. Dafiir gibt es aber jeweils eine analytische Fortsetzung, die im
urspriinglichen Definitionsbereich jeweils mit der Funktion i{ibereinstimmt, aber auch fiir negative
Realanteile definiert ist. Die analytische Fortsetzung der {-Funktion ist:

¢(1—s) =2(2m)*cos (%) T(s)C (s). 2)

Fiir die n-Funktion gelangen wir zu der folgenden Fortsetzung:

27 =N —s) = ~(2' = Da~T(s)N(s)-

Beide sind entnommen aus [16, S. 24] (Osler und Willis haben eine gute Ubersetzung von Eulers
Aufsatz E352 mit Anmerkungen ins Englische erbracht). Fiir die {-Funktion existieren unendlich viele
Nullstellen, die sogenannten trivialen Nullstellen und die Nullstellen im kritischen Streifen. Die trivialen
Nullstellen befinden sich bei §(—2k), wobei k = 1,2, ... ist. Der Grund dafiir Iisst sich in cos (%) in
(2) erkennen. Um in der Gleichung §(—2k) zu erhalten muss s eine ungerade Zahl sein, demnach die
Form s = 2k + 1 besitzen. Fiigen wir dies in die Gleichung ein haben wir cos (%) Durch kiirzen
erhalten wir: cos ((k+0,5)m) — dies sind genau die Nullstellen von cos(x). Das Produkt auf der rechten
Seite entspricht demnach 0, wenn cos(x) = 0 ist. Fiir die Nullstellen im kritischen Streifen hat Riemann

eine Vermutung aufgestellt, die bis heute weder bewiesen noch widerlegt werden konnte [6, S. 189].

Vermutung 14 (Riemannsche Vermutung). Wenn s eine Nullstelle der {-Funktion im kritischen Streifen
0 < Re(s) < 1 ist, dann gilt Re(s) = 1.

Kommen wir nun zudem fiir uns interessanteren Teil — der Bezug zu den Euler-Zahlen und -
Polynomen. In [8] mochte Euler zeigen, dass die Reihe A(m) = Y52, (—1)!i" mit der 1(s)-Funktion
in Verbindung steht, und dass A(1) = 1/4 ist, was an sich unméglich erscheint, da die Reihe divergiert.
Fiir ihn ist wichtig, dass die Reihe als Zahlenwert verstanden werden kann [8, §2]. Fiir dieses Vorhaben
stellt er A(1) mit oy = % in Verbindung und nutzt dabei die Abel-Summe, die wie folgt definiert ist

(1+1)2 —
[18,S. 4].

Definition 15. [Abel-Summe] Die Reihe Y’ ;a, ist konvergent im Sinne der Abel-Summe, wenn
f(x) =Y, ganx" fiir |x| < 1 konvergiert. Wir schreiben

1

T4z die fiir |z| <1 konvergiert. Fiir z =1 gilt

Beispiel. Nehmen wir uns die Reihe Y, _(—1)"z" =
demnach, dass

> 1
Z(—l)”l”:1—1+1—1+1—1+1—~-é§:f(l).
n=0
Euler hat als erste Summe
1
Py(x) = Tox l—x+x>—x +x*—

gesetzt und dann die weiteren Summen durch

Pr(n) = 50 B(x)) = o) +Pl )

11



rekursiv definiert [8, §3], was zu den folgenden Summen fiihrt:

Pl(x)_(lJrlx)z—l—2x+3x2—4x3+5x4—-~-

Py(x) = (11+;C)3 =1-22x+3%22 — 423 1554 — ...
P3(x)—W—1—23x+33x2—43x3+53x4_...

S l_ll(le—rklxl))Scz_x3 =1-2%+3% — 4% 5% —

Die allgemeine Form von P,(x) ist demnach

Ai(—x)

Pi(x) = [

3)
Das Polynom A;(—x) im Nenner erhalten wir durch die Definition der Euler-Polynome. Normalerweise
addieren wir alle Koeffizienten, aber dadurch, dass wir A;(—x) betrachten, haben wir ein alternierendes
Polynom. In Kapitel 4.1 wird darauf nochmals eingegangen. Es gilt fiir x = 1 dass P;(1) = 1/4, was
Euler zeigen wollte, sowie Py(1) =1/2, P,(1) =0, P3(1) = —2/16 und P4(1) = 0. Nach [18, S. 5] gilt:

Satz 16. Sei {(s) =Y _,m™* analytisch fortgesetzt auf C\ {1}. Dann gilt:

An(_l)

C(—n) = ST il (n=0).

Beweis. Mit Hilfe der Abel-Summe konnen wir den Satz beweisen. Euler hat gezeigt, dass die 1-
Funktion im Sinne der Abel-Summe aufsummierbar ist, und wir wissen durch Satz 13, dass Eigenschaften
der n-Funktion auf die {-Funktion iibertragen werden konnen. Dafiir benotigen wir noch den Euler-
Operator x% der durch € gegeben ist und

TS T VYo

e =
1+x (I+4x)nt!

erfilllt [18, S. 2]. Es gilt, mit g(x) = 1/1 + x, dass

- m—1_n n ng;l (_1)j+2An, j
()= X (1)t & —eg(1) = ZE

= MM 4 —€"s()

(1_2n+1) - (1_2n+1)
Yo (=1)IPAL A=)

T (1 =2m ) (T4 )l T ol gl

An(—

Somit ist bewiesen, dass {(—n) = ﬁ fiir n > 0 gilt. O

Beispiel. An dieser Stelle sollen die ersten Werte fiir §(—n) dargestellt werden:

Ar(~1) I
S =g = 13

Ar(—1) Y gAnu(—1)

C(_Z) = 22+1 _42+1 —56 =0
RN ERII-SYNEI
23+1 _43+1 —240 120°

12



3 Rekursionen

In diesem Kapitel werden jeweils zwei Rekursionen zu den Euler-Zahlen und zu den Euler-Polynomen
behandelt.

3.1 Lineare Rekursion der Euler-Zahlen

Es erscheint schwierig und aufwendig, sich alle Permutationen der Gruppe S,, anzuschauen und durchzu-
gehen, welche exakt k Abstiege besitzen. Aus diesem Grund soll eine Moglichkeit aufgezeigt werden,
die Euler-Zahlen auf rekursive Weise zu berechnen. Dabei gibt es eine Besonderheit — es werden nicht
nur A, x—1 und A,_1 ; addiert, wie es bei den Binomialkoeffizienten der Fall ist (siehe 1), sondern sie
werden in unterschiedlicher Gewichtung addiert. Je nachdem, an welcher Stelle der Permutation w € S,
die Zahl eingefiigt wird, konnen unterschiedlich viele weitere Abstiege entstehen.

Proposition 17. [Lineare Rekursion] Fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen n und k mit k < n gilt:
Avpo=1, A,0=1, An,=0 sowie

An,k = (I’l - k)Anfl,kfl + (k‘l— 1)An—1,k- (4)

Beweis. Die ersten drei Aussagen gelten aufgrund der folgenden Argumentation: In der Menge der
Permutation der Lédnge null gibt es genau eine Permutation, die keine Abstiege hat und bei denen der
Linge n gibt es ebenfalls genau eine Permutation, die keinen Abstieg enthilt, ndamlich @ = 12---n. Es
kann in einer Permutation der Linge n keine n Abstiege geben, da dafiir die n-te Stelle ebenfalls ein
Abstieg sein miisste.

Zur Rekursion: Seien k,n € Nmit 1 <k <n— 1. Jedes @ € S, entsteht aus einer (und nur einer)
Permutation @ € S,_1, indem man an einer der n Moglichen Stellen den Wert n einfiigt. Dies sei nun
(---o()nw(i+1)---),wobeii€ {0,1,...,n—1}. Nun kénnen zwei Fille auftreten:

Fall 1: Bei (--- @0(i)w(i+1)---) gab es einen Anstieg, dann erhoht sich diese Anzahl der Abstiege
um eins.

Fall 2: War (--- @(i)w(i+ 1) ---) ein Abstieg, bleibt die Anzahl der Abstiege unverindert.

Es gilt also, dass, wenn @ genau k-Abstiege gehabt hat, es k + 1 mogliche Positionen gibt, um n
einzufiigen, ohne dass sich die Anzahl der Abstiege veridndert. Das +1 kommt daher, dass nach w(n— 1)
der Wert n eingefiigt werden kann, was nicht zu einem Abstieg fithrt. Wenn o € S,,_; aber nur k — 1
Abstiege gehabt hat, dann gibt es n —k — 1 + 1 = n — k Positionen, um »n einzufiigen, sodass ® € S,
insgesamt k Abstiege besitzt. O

Im Anhang befindet sich eine Abbildung, aus der man die Gewichtung der rekursiven Definition
einfacher ablesen kann (sieche Abbildung 1). Gewichtet bedeutet dabei, dass man erkennt, mit welchem
Faktor wir A,_1 x—1 und A,,_; x multiplizieren miissen.

3.2 Alternierende Summenformel

Da es wie so oft nicht nur einen Weg gibt, der uns ans Ziel bringt, wollen wir uns einer weiteren Methode
der rekursiven Berechnung der Euler-Zahlen zuwenden, wobei dieser Weg fiir grof3e & relativ aufwendig
ist. Der Vorteil ist, dass wir die vorherigen Euler-Zahlen nicht kennen miissen. In "Concrete Mathmatics”
[11, S. 269] haben die Autoren diese Moglichkeit beschrieben. Die Berechnung erfolgt als alternierende
Summe iiber Binomialkoeffizienten.

Satz 18. Fiir alle n,k € N mitn > k gilt:

Ang = i ("Tl>(1)i(k+ 1. )



Beweis. Der Beweis folgt Béna [2, S. 8], der den Satz mithilfe des Inklusions-Exklusions-Prinzips
bewiesen hat. Wir setzten k Trennwdnde, sodass k + 1 Abteile entstehen. Dies geschieht, bevor wir
irgendeine Zahl niedergeschrieben haben. Dabei ist jeder Zwischenraum zwischen zwei Trennwinden
ein Abteil, ebenso der Platz vor der ersten Trennwand und der Platz nach der letzten Trennwand. Nun
fiigen wir jedes unserer [n] Elemente in eines der Abteile, dabei konnen die Abteile mehrfach besetzt sein
oder gar keine Zahl enthalten. Fiir diesen Schritt haben wir (k+ 1)" Moglichkeiten, da jedes Element
von [n] an jeden der k + 1 Plitze gesetzt werden kann. Dies entspricht in der Gleichung (5) dem Wert
voni=0.

Als nichstes betrachten wir die einzelnen Abteile und ordnen die dort stehenden Zahlen aufsteigend
an. Es kann demnach hochstens k Abstiege geben, da nur bei den Zahlen direkt vor einer Trennwand ein
Abstieg vorkommen kann.

Was fiir Probleme kdonnen nun auftreten? Zum einen kann es sein, dass wir leere Abteile haben (dass
zwei Trennwinde direkt hintereinander stehen, da keine Ziffer in das Abteil dazwischen eingefiigt wurde)
und es kann vorkommen, dass wir eine Trennwand haben, die gar keinen Abstieg markiert. Diese miissen
wir jeweils von allen Moglichkeiten abziehen (wie Ziffern und Trennwinde geordnet sein konnen), um
die Permutationen zu erhalten, die genau k£ Abstiege haben, welche wir dann giiltige Anordnung nennen.

Mit Balken bezeichnen wir nun diejenigen Trennwinde, denen keine weitere Trennwand direkt folgt,
und irrelevante Trennwdnde sind diejenigen, bei welchen wir durch ihr Entfernen immer noch eine
zuldssige Permutation erhalten. Wir wollen nun also keine Permutation haben in der es eine irrelevante
Trennwand gibt, da es ansonsten weniger als k Abstiege wéren.

Eine Position sei jeder mogliche Platz, an den wir die Zahlen von [n] setzen konnen, es gibt n+ 1
Positionen, bei einer Permutation der Linge n. Des Weiteren sei S C [n+ 1] und Ag sei die Menge aller
Permutationen, die an jeder Position von S eine irrelevante Trennwand besitzen. Die Kardinalitit der
Menge S sei durch i < k gegeben und wir behaupten, dass |As| = (k+ 1 —i)" sei.

Dass dies stimmt soll die folgende Begriindung zeigen: Wir schauen uns dafiir alle giiltigen Anord-
nungen an, die k — i Trennwinde haben, insgesamt sind dies (k+ 1 —i)" Anordnungen. Nun werden
i weitere Trennwinde eingefiigt und zwar an jeder Position von S, was unsere Anordnung zu einem
Element von |Ag| macht. Dabei wird jedes Element von |Ag| genau einmal erstellt.
n+1
k Trennwinden, die keir;e irrelevanten Trennwinde enthélt. O]

Insgesamt gibt es ( ) Moglichkeiten fiir die Menge S und Ay ist die Menge von Anordnungen mit

Auch Petersen [17] hat einen Beweis zu Satz 5 geschrieben. Er hat sich die Worpitzky-Identitit (Satz
(23)) zur Hilfe genommen und die Identitit umgeformt. An dieser Stelle soll diese Beweisidee etwas
skizziert werden (auch Petersen selbst hat keinen kompletten Beweis geschrieben). Schauen wir uns
hierfiir die ersten Werte fiir A,, x an, die wir durch x = 0 und x = 1 erhalten:

0 04n—1
(0+1)”—An,0< :”>+An,1<+z )+ = A=l

=0, da (n—1)<n

1 l+n—1 l4+n—2
(1+1)":A,,,0< :”) +An,1< +Z )+An72< +Z >+

=0, da (n—1)<n

1
= Ay =2" —An,()( +”> —2"(n+1).
’ n
Auf dieser Weise konnen wir immer weiter fortfahren und erkennen auBlerdem, dass wir immer nur bis
zu dem x addieren, da der Rest aufgrund der Binomialkoeffizienten immer O ergeben wird. Dies erkennt

man gut an den ersten beiden Beispielen, fiir das nichste wollen wir es daher nicht mehr aufschreiben.
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2+n 2+n—1 24+n-2
(2+1)" =An,o< ) +An1 < > +An,2< >
n n n
1 2
<— An72:3n—An71< +n> —< +n>
n n

=3"—2"(n+ 1)+ (n1+1)2— (2:”)

n+1
=3"_" 1
3 (n+ >+<n—1>

Verallgemeinern wir dies nun, genauso wie Petersen es getan hat, konnen wir die folgende Form

ot (w5
:g)(m—i)"(”ﬁl)(—]y.

Beweis zu Satz (10). Der Beweis kommt erst an dieser Stelle, da wir uns die gerade gezeigte rekursive
Eigenschaft zunutze machen wollen. Da wir A, ; mod (p+ 1) berechnen wollen, kénnen wir auch

angeben:

k
1 .
y (”*, >(—1)’(k+ 1—i)? mod (p+1)
i=o \ !
betrachten. Um uns den Beweis anschaulicher zu machen, wollen wir den ersten Term der Summe
abspalten:
k
+1 ; )
Api = (k+1)P+Y (p l_ > (= 1)k +1—i)P.
i=1

Es gilt (k+1)” mod (p+ 1) = 1, aufgrund des kleinen Satzes von Fermat [15, S. 233]. Dieser besagt,
dass a®P*1) = 1 mod (p+ 1), wenn (p + 1) eine Primzahl ist. Da (p 4 1) eine Primzahl ist hat sie nur
sich selbst und die 1 als Teiler und somit p teilerfemde Zahlen in {0, ..., p} — dies entspricht @(p+1).

Fiir den zweiten Summanden der Summe gilt (1’ Zl) mod (p+ 1) = 0 aufgrund von:

Da (p+ 1) als Faktor auf der rechten Seite der Gleichung vorkommt, muss es auch auf der linken Seite
vorkommen. Aufgrund der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist es nicht in k! enthalten, wodurch er
in (” Z]) enthalten sein muss. Somit ist (¥ Zl) ein Vielfaches von (p+ 1) und damit ¥, (* Jlrl) (=1)i(k+
1—i)? mod(p+1)=0,da (pfl) (—1)i(k+1—1i)P fiir alle i und k auch ein Vielfaches von (p+ 1) ist.

Damit bleibt nur (k4 1)? =1 mod (p+ 1), womit der Satz bewiesen ist. O

3.3 Lineare Rekursion der Euler-Polynome

Da es sehr aufwendig ist, alle Summanden auszurechnen liegt es doch nahe, dass es doch auch eine
einfachere und schnellere Moglichkeit gibt. Hier kommen wir erneut zur Rekursion, und wie sollte es
anders sein: sie ist uns nur dann von Vorteil, wenn wir das vorherige Polynom bereits kennen. In diesem
Fall benotigen wir tatsidchlich nur das direkt vorherige Polynom, dafiir aber auch dessen Ableitung.
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Satz 19. Fiir allen >0 gilt: A,11(t) = (1+nt)A,(t) +1(1 —1)A)(2).

Beweis. Die Rekursion gilt aufgrund der folgenden Umformungen:
Oy k
App1(t) = ZAn+1,kf
k=0

DY (1= k) Anpt + (k+ DA ¢

k=0
( )nfl n n—1 n—1
= A,thk +n Z Amk,llk + Z kAmktk — Z (k — I)An,kfltk
k=0 k=1 k=1 k=2
) n—1 n—1
= (1+nt) Y Apgt*+ (1 —17) Y kA !
k=0 k=1

—
=

= (L+nt)Ay (1) + (1 — )AL 1).

Die letzte Zeile entspricht nun unserem Satz iiber die Rekursion der Euler-Polynome, wobei wir statt n
den Wert n+ 1 haben, was dem (n+ 1)-ten Polynom entspricht und somit den Satz beweist. O

Bei (1) wird die Definition 5 genutzt, wobei n an dieser Stelle n + 1 wird. Bei (2) nutzen wir die
lineare Rekursion der Euler-Zahlen (4). Bei (3) spalten wir die Summen auf und fassen sie bei (4)
neu zusammen. In Schritt (5) nutzen wir erneut unsere Definition 5 um die Summe als Euler-Polynom
darzustellen.

3.4 Rekursion iitber die Summenformel

Wie bei den Euler-Zahlen wollen wir auf eine weitere Moglichkeit der Rekursion eingehen, die uns die
Euler-Polynome berechnen lisst. Bei dieser Gleichung wird aber schnell ersichtlich, dass es einiger
Arbeit bedarf, um ein bestimmtes Polynom A, () zu bestimmen, da wir alle vorherigen Polynome kennen
oder berechnen miissen. Aufgrund dessen ist es im Allgemeinen sinnvoller, die lineare Rekursion zu
nutzen, wenn wir das vorherige Polynom kennen. Es folgt nach [9, S. 7].

Satz 20. Fiir alle t und n € Ny gilt:

Aur) =Y <Z>Ak(t)(z_ )k (> 1),

Der Beweis ist relativ lang und kann daher als Ganzes in Foata [9, S. 3, 6] nachgelesen werden. Foata
konstruiert in dem Paper Eulers Schritte, die er in [7, Volume 2, Kapitel 7] getitigt hat.

4 Identititen und Asymptotik

4.1 Carlitz-Identitit

Satz 21 (Carlitz-Identitdt). Fiir alle n € N gilt:

Beweis. Fiir den Beweis (nach [17, S. 10]) wollen wir uns das Polynom

oo

an(t) = (1=1)"""Y (k4 1)"*

k=0
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definieren, fiir welches wir die Gleichheit mit Satz 19 zeigen wollen. Es gilt

(k+1)°%* =1 und

s

ap(t) = (1—1)!
i

ant1(t) = (1+nt)ay,

—~ O

t)+t(1—1t)a,(t).

Daher gilt das a,, = A,, ist und wir konnen schreiben:

Anle) = (10" Y (k4 1)
k=0
Ay = .

Unser Satz ist damit bewiesen. OJ

An dieser Stelle wollen wir nochmal auf die Ziele Eulers (Abschnitt 2.4) zuriickblicken und 3 mit
der Carlitz-Identitit vergleichen

An(=¥)
(14 x)nt!
Wir sehen nun dass wir bei der Carlitz-Identitiit als Nenner (1 —¢)""! haben, dafiir aber die Euler-

Polynome A, (t) im Zihler haben, wihrend wir bei 3 die Polynome von (—x) betrachten, aber (1 +x)"*!
als Nenner haben. Auf diese Weise erhalten wir bei der Carlitz-Identitédt ein Polynom, dass nur positive

Pi(x) = (v () = B + B/ (x) =

k+ 1 addiert, wihrend wir bei Euler alternierende Vorzeichen haben. Dies zeigt auch dass es sich bei 3
tatsichlich um die Euler-Polynome im Zihler handelt.

4.2 Worpitzky-Identit:it

Die Euler-Zahlen bieten ebenfalls eine Moglichkeit, die Potenz (x+ 1)" darzustellen. Der hier gegebene
Satz der Worpitzky-Identitéit und der Beweis sind aus [17, S. 6, 10] entnommen. Bevor wir aber zu dem
eigentlichen Satz kommen, wollen wir noch ein kleines Lemma vorwegstellen, welches wir im Beweis
der Worpitzky-Identitéit nutzen werden.

Lemma 22. Fiir allet € R gilt = t)"+1 =Yro (k+s_i)tk.

Beweis. Wenn wir die geometrische Reihe Y77 (k' = %—z insgesamt n-mal nach der Variablen ¢ ableiten,

erhalten wir:
k(k—1)---(k— 1)t
(1 ) Z n-+ )

Wenn wir die erhaltene Gleichung nun durch n! teilen, erhalten wir eine weitere Erzeugendenfunktionen
fiir die Binomialkoeffizienten. Diese ist spaltenweise im Pascalschen Dreieck:

t = k—l—n—i> .
— = .
(1= 1;6( n

Somit ist das Lemma bewiesen. O

Satz 23 (Worpitzky-Identitit). Fiir alle n > 0 und x € R gilt:

x+n—k
(x+1)" ZAnk< . )
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Beweis. Der Beweis soll mithilfe von Satz 21 erfolgen.

Im ersten Schritt nutzen wir die Definition der Euler-Polynome (Gleichung (5)) und fiir Gleichheit (2)
das gerade bewiesene Lemma 22 aus. Im letzten Schritt tauschen wir die Summen, wir summieren
nun erst iiber i, um damit dann die Koeffizienten fiir 7 zu bekommen. Nach Satz 21 wissen wir,

dass % Yisolk+ 1)"t* gelten muss. Demnach muss Y lAn,(HZ z) dem Ausdruck (k+1)"

entsprechen. Insgesamt erhalten wir dadurch, dass ZZ:(I) Ak (HZ k) = (x+ 1)", womit die Worpitzky-

Identitit bewiesen ist. O

Als néchstes soll ein Beispiel aufgezeigt werden. Dieses gibt aber nur einen kleinen Einblick, da wir
in der Worpitzky-Identitdt zwei Variablen haben — das x und das n. Daher soll das n festgesetzt werden
und anhand von einigen verschiedenen Werten fiir x liberpriift werden ob die Identitit stimmt.

Beispiel. Sein =15, dann gilt folgendes:

+5—k
X—|-1 ZA5k<x >

x+5-0 x+5—-1 x+5-2 x+5-3 x+5—-4
=Asp +As 1 +As» +As3 +As4
5 5 5 5 5
x+5 x+4 x+3 x+2 x+1
_1< : )m( : >+66< : >+26< ! >+1< : )

Es ldisst sich nun nicht wirklich erkennen, ob dies wirklich (x + 1)5 entspricht, also wollen wir die letzte
Zeile fiir x = 0,1,2,3 berechnen. Dies kann es zwar nicht fiir alle Werte verifizieren, gibt aber einen
ersten Eindruck, neben dem Bewelis.

O0+17° =1("F) +26(°t*) +66(°2) +26(°F*) +1(°*f) = 1+0+0+0+0=1

A+1)5=1("T) +26("tH +66('T*) +26("1) +1("T) =6+26-1+0+0+0=32

2+1)°=10) +26(*5) +66(*5) +26(*2?) +1(*4") = 1214266+ 66 1+0+0 = 243
B+1)°=10C) +26(5") +66(*5) +26(*1%) +1(°1') =56+26-21+66-6+26-1+0 = 1024

4.3 Asymptotik

An dieser Stelle soll auf das asymptotische Verhalten der Euler-Zahlen eingegangen werden. Zum einen,
wenn wir die Euler-Zahlen mit festem k haben und n — o laufen lassen, und zum anderen wird eine
Verbindung der Euler-Zahlen mit der Normalverteilung aufgezeigt. Die Euler-Zahlen A,, ;. verhalten sich
wie (k+ 1)" fur ein festes k > 0 und n — oo,

Satz 24. Fiir ein festes k > 0 gilt:
An,k

NPT

Anx
Beweis. Um zu zeigen, dass hm N +1)

wir die Definition der Euler—Polynome ausnutzen:

=1 gilt, nutzen wir (5). Wir formen also wie folgt um, wobei
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Wir betrachten nun die Konvergenz fiir die Summe Zi'(:o ay,i, die fiir i = 0 den Wert 1 hat, und fiir
i # 0 wollen wir zeigen, dass a, 220 gilt. Die Untersuchung dieser Konvergenz erfolgt iiber das
Leibnizkriterium. Da Zf:o a,,; eine endliche alternierende Reihe ist, geniigt es, zu zeigen, dass diese
gegen 0 konvergiert. Werten wir die einzelnen Faktoren aus:

(l’l+l> n—soo
R
l

k nnﬁoo
1-—) 220
(- &)

sehen wir dass diese in verschiedene Richtungen laufen. Da ("Jl.rl) ein Polynom ist und (1 — ﬁ)n eine

exponetielle abfallende Funktion, iiberwiegt letztere bei der Betrachtung der Konvergenz. Das Produkt
der beiden strebt daher ebenfalls gegen 0, womit die Reihe konvergiert.

Wir wissen nun, dass die Reihe konvergiert, aber gegen welchen Wert? Da wir a,, o = 1 haben und
n—yoo . BET) Ank BT o
wenn k # 0, dass a, y — 0 gilt, folgt: 351010 (asiThe ’}E};kazo ani = 1. O

In [5] haben die Autoren einen Beweis dafiir gegeben, dass sich die Summe der Euler-Zahlen unter
bestimmten Bedingungen genauso verhilt wie die Normalverteilung.

5 Erzeugendenfunktionen

In diesem Kapitel werden Erzeugendenfunktionen thematisiert. Dies sind (unendliche) Reihen, die eine
bestimmte Folge von Zahlen als Koeffizienten besitzen und diese auf einfache und kompakte Weise
kodieren. Dabei agieren die Erzeugendenfunktionen als Hilfsmitte] — es handelt sich dabei um eine
Funktion, die die ganze Folge ,.kennt®.

5.1 Grundlagen zu Erzeugendenfunktionen

Tittmann gibt in seinem Werk ,,Einfithrung in die Kombinatorik* [19] einen anschaulichen Uberblick
tiber diese Art von Reihen. Die in diesem Kapitel beschriebenen Sitze und Aussagen sind daher an ihn
angelehnt, weitere Quellen sind [11, 17].

Nehmen wir uns ein kleines Beispiel vor: Wenn die Folge 4,6,8,19,26,74,... dargestellt werden
soll, arbeiten wir mit der Reihe, die ausgeschrieben die folgende Form besitzt: 4 + 6x + 8x% 4 19x° +
26x* 4 74x° + - - — sie ist die Erzeugendenfunktion der Folge. An ihr kann man jeden Koeffizienten
und somit jedes Folgenglied ablesen.

Definition 25. [Potenzreihen als Erzeugendenfunktionen] Die Erzeugendenfunktion einer Folge (a,)nen
ist die formale Potenzreihe, deren Koeffizienten durch a, gegeben sind. Dabei muss die Reihenfolge der
Koeffizienten mit der Reihenfolge der Folge, die kodiert werden soll, iibereinstimmen. Fiir (a,) e ist
A(x) =Y gax* = ap+ayx+ axx® + azx® + - - -+ a,x" + - - - die Erzeugendenfunktion.

Der Begriff der ,,formalen* Potenzreihe kommt daher, dass wir x* an sich gar nicht betrachten,
sondern nur beim Rechnen nutzen [1, S. 57]. Wir erhalten somit das k-te Folgenglied, indem wir uns den

19



k-ten Koeffizienten der Erzeugendenfunktion anschauen. Es bedarf oft deutlich weniger Arbeit, sich ein
bestimmtes Reihenglied anzusehen, anstatt eine Rekursion bis zu einem bestimmten Wert zu berechnen.
Addition und Multiplikation von Erzeugendenfunktionen entsprechen der von Potenzreihen.

Definition 26. Seien (a,),cn und (b,)n € N zwei beliebige Folgen, dann gelten fiir die Addition und
die Multiplikation, der zugehdrigen Erzeugendenfunktionen:

oo

i akxk + i bkxk = Z (ak +bk)xk
k=0 k=0

k=0

Beispiel. Die geometrische Reihe

=04 x a4

ist die Erzeugendenfunktion fiir die Folge 1,1,1, ..., da vor jedem x eine 1 steht.

Beispiel. Wenn wir nun noch einmal auf den binomische Lehrsatz (siehe Satz 3) eingehen, erkennen
wir, dass dieser die Erzeugendenfunktion fiir die Folge der Binomialkoeffizienten (Z) fiir festes n und
Folgenindex k an gibt. Fiir (x+1)" = Y{_ (})x* wird der Binomialkoeffizient () mit x* multipliziert.

Exponentielle Erzeugendenfunktionen sind eine weitere Form dieser Funktionengattung. Wir haben
k
L
mit dem wir unser Folgenglied a; jeweils multiplizieren [1, S. 57]. Wir schreiben dies an dieser Stelle

immer noch die Folge der (a,),en, die kodiert werden soll, aber anstelle von x* haben wir den Bruch

noch einmal aus, da sich die Multiplikation von der gerade gezeigten unterscheidet.

Definition 27. [Exponetielle Funktionen als Erzeugendenfunktionen] Sei (b, ),cn eine Folge. Dann hat
die exponentielle Erzeugendenfunktion die Form

> xk x! X2 x"
B<x):l;)bkﬁ:bo—l-blﬂ-i-bzi—i-“-—i-bna-i----.

Definition 28. Es seien (a,),en und (b,),cn wieder beliebige Folgen, dann gilt

oo

N - x¥
Y Wy + Y ey = Z(ak‘Fbk)Ea
k=0 k=0 k=0

oo Xk o0 xk B o0 n % bnfk g 0 n n ; )Ln
(I;)ak]d> (kz—%)bkk!> _nz::() (1;) X (n—k)!> nz:;) (1;) <k> kbn—k) t

5.2 Euler-Polynome und Erzeugendenfunktionen

In diesem Abschnitt sollen die Euler-Polynome in zwei verschiedenen Erzeugendenfunktionen vorgestellt
werden. Die Euler-Polynome sind die Erzeugendenfunktion der Euler-Zahlen — letztere sind die
Koeffizienten der Polynome und somit durch diese kodiert. Dabei handelt es sich um endliche Reihen,
da wir beispielsweise fiir n = 5 das folgende Polynom erhalten [9, S. 10]:

5-1
A5(l‘) = ZA57kl‘k
k=0

= A57()t0 +A571t1 +A572t2 +A573t3 +A574t4
= 14261 + 661> + 261> + 1.
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Der erste Koeffizient ist As (, der zweite As; und so weiter bis wir beim letzten, As 4, sind. Die
Euler-Polynome sind durch die Koeffizienten der folgenden exponentiellen Erzeugendenfunktionen [9,

S. 10]
> n t—1

gegeben.

Beweis. Der Beweis erfolgt nach [17, S. 13, 369].
Sei A(f,x) := Y oA, (t)%;, dann gilt:

nl?

Bei Gleichheit (1) setzten wir unsere Werte 7 und x/(1 —¢) in die Gleichung ein. Im zweiten Schritt
nutzen wir die Carlitz-Identitit, Satz 21. Bei (3) dndern wir die Reihenfolge der Summen. In Schritt
(4) wird die Exponentialreihe genutzt und bei Schritt (5) ziehen wir ¢* vor die Summe und ziehen &
als Exponent aus ¢ und e heraus. Im letzten Schritt nutzen wir die geometrische Reihe. Nun setzen wir
u = (7% ), wodurch wir x = u(1 —¢) erhalten. Diesen Ausdruck setzten wir in lf—;x ein, was uns zu den
folgenden Aquivalenzen fiihrt:

W (1= 11—t
Alu) = —— oy = S
@ -1
Tt
DaA(t,u) = Z;ZOAH(I)Z—'; = t_e’((_ﬁ gilt, ist der Satz bewiesen. O

Die erste Gleichheit gilt, da wir x = u(1 —t) einsetzen und mit (1 —¢) multipliziert haben. Die
Multiplikation mit (1 —¢) im Zahler des Bruchs ist wichtig, da wir zu Beginn fw hatten, aber
A(t,x) haben wollen. Gleichheit (2) gilt, da wir “(!~*) raus kiirzen. Es gilt (3), da wir den Bruch
lediglich mit (—1) multiplizieren, die Vorzeichen sich also umkehren.

6 Die Ubertriige in der schriftlichen Addition

Wenn wir an unsere Grundschulzeit denken, dann erinnern wir uns (hoffentlich) auch an die schriftliche
Addition. Wir haben mehrere Zahlen untereinander geschrieben, um diese Spalte fiir Spalte zu addieren,
wobei wir ab und an einen Ubertrag hatten, weil die addierten Ziffern zusammen addiert groBer als 9
waren. Wenn es mehr als zwei Zahlen waren, dann kam es auch vor, dass wir als Ubertrag die 2 oder
eine grofere Zahl hatten. Nun aber die Frage, um die es hier gehen soll: Wie wahrscheinlich ist es, dass
wir liberhaupt einen Ubertrag bei m Zahlen haben, und wie wahrscheinlich sind die einzelnen Ubertrige,
die vorkommen kénnen?

6.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt wollen wir uns Markov-Ketten, sowie Ubergangsmatrizen definieren, da wir mit
diesen arbeiten, um die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubertrag in einer Spalte der schriftlichen Addition
zu bestimmen. Denn es ist an dieser Stelle nicht nur wichtig, welche Zahlen wir bereits in der Spalte
haben, sondern auch, welchen Ubertrag wir aus den vorherigen Spalten mit in die momentane Spalte
genommen haben.
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Wir wollen uns ein Experiment mit einer abzdhlbaren Menge an Ergebnissen vornehmen. Wir
wiederholen das Experiment m-mal und notieren mit X,, das Ergebnis des n-ten Durchgangs, n €
{1,2,...,m}. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein bestimmtes Ergebnis im n-ten Durchgangs kann dabei
allgemein von den Ergebnissen der vorherigen n — 1 Versuche abhidngen. Wenn unser Ergebnis X,
nur vom Ergebnis X,,_; abhédngt, dann formt die Folge eine Markov-Kette [3, S. 390]. Diese kann mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten dargestellt werden.

Definition 29. [Markov-Kette] Sei {Xn}g’ eine Folge von Zufallsvariablen. Diese formt genau dann eine
Markov-Kette, wenn

P(Xn :j‘Xn_1 :i, Xn_z = Xp—2y -y X() ZXO) :P(Xn :j |Xn_1 :i>.

Definition 30. [Zustandsraum] [3, S. 390] Ein Zustandsraum ist die Menge an moglichen Ereignissen —
den verschiedenen Zustinden, die die Markov-Kette annehmen kann.

Um die erhaltenen Ergebnisse iibersichtlich darzustellen, werden Ubergangsmatrizen genutzt. In
ihnen sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Markov-Kette eingetragen.

Definition 31. [Ubergangsmatrix] Als Ubergangsmatrix wird die Matrix IT = (7;;) bezeichnet, bei der
7;; die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X,, = j | X,—1 = i) bezeichnet. Die Ubergangsmatrix hat die Form

T ... Ty P(Xn:1|Xn,1:1) P(Xn:m|Xn,1:1)
O=(mj))=|( : -~ = |= : - :
Tl -+ Toum P(Xn:1 ’Xn—l :m) P(Xn:m\Xn_l :m)

Eigenschaften einer Ubergangsmatrix sind:

* Alle Eintréige sind nicht negativ (7;; > 0), da wir keine negative Wahrscheinlichkeit haben knnen.

* Fiir jede Zeile der Matrix gilt: 3/, ;; = 1. Dies ist der Fall, da die Zeile den Zustand angibt den
wir als letztes hatten und die Spalte den Zustand den wir jetzt haben. Die Summe aller bedingten
Wahrscheinlichkeiten, die aufgrund des letzten Zustandes auftreten konnen, ergibt 1.

* Sie ist quadratisch, da wir die Wahrscheinlichkeiten jedes Zustands i zu jedem der m moglichen
Zustinde beschreiben.

Beispiel. Als Beispiel fiir eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix konnen wir uns zwei Miinzen vorstel-
len, die wir mit My und My bezeichnen wollen. Sei M| eine faire Miinze. Das heift, die Wahrscheinlichkeit
fiir Zahl und Kopf betriigt jeweils % Sei M, eine nicht-faire Miinze mit: P(Kopf) = % und P(Zahl) = %
Wenn wir Kopf werfen, bleiben wir bei der Miinze, die wir gerade geworfen haben und werfen sie erneut.
Haben wir Zahl geworfen, so werfen wir im néchsten Wurf die andere Miinze. Mit 7;; bezeichnen wir
wieder unsere bedingten Wahrscheinlichkeiten dafiir das wir im n-ten Wurf j als Ergebnis haben, unter
der Voraussetzung dass wir im n — 1-ten Wurf i hatten. Die Ubergangsmatrix ist:

- (ml 7r21> B <P(Xn:M1 | X1 =M;) P(X, =M | Xy :M1)> B <1/2 1/2>.

T mn) \PX,=M|X,_1=M) PX,=M|X, | =M) 2/3 1/3

Der Wert 2/3 unten links bezeichnet beispielsweise die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass wir unter
der Bedingung, dass wir gerade die zweite Miinze geworfen haben, im ndchsten Wurf die erste Miinze
werfen werden.

6.2 Ubertrige

Dieser und die folgenden Abschnitte bauen auf Holte [14] auf, der die Zusammenhiinge der Uber-
gangsmatrix mit den Euler-Zahlen erstmals entdeckt hat. Zusitzlich dient [17] dazu die Erkldrungen
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zu vereinfachen. Da es sprachlich einfacher ist, werden in dieser Arbeit die Begriffe ,,Carry-in“ (ein
Ubertrag, den wir aus der vorherigen Spalte mit in die jetzige genommen haben) und ,,Carry-out* (ein
Ubertrag, den wir von unserer momentanen Spalte mit in die niichste nehmen) genutzt. Sehen wir uns
ein Beispiel an, um das Prinzip etwas besser zu verstehen. Dabei sind in der obersten Zeile die Carry-ins
der jeweiligen Spalte geschrieben, die dem Carry-out der vorherigen Spalte entsprechen.

Tabelle 4: Beispiel fiir die Addition von drei Zahlen der Lénge 50.

2 21001 12220 11111 11011 O1111 12211 11101 01222 22111 1111
77601 74454 09802 64204 91815 64696 13942 24478 78986 62567
58370 43789 22178 31755 10146 22856 29461 11596 66744 37630
97422 55997 07784 25822 17997 64483 95563 70747 69811 94159

2 33304 74240 39765 21587 19959 52030 38967 06832 15542 94456

Wie haben drei Zahlen der Linge 50, deren Ziffern zufillig, unabhéngig und gleichverteilt sind.
Wenn wir nachzihlen, wie oft die einzelnen Ubertriige vorkommen, gelangen wir zu dem Ergebnis,
dass die 1 mit 31-mal am héufigsten auftritt, gefolgt von 12-mal der 2 und 7-mal der 0. Dies fiihrt zu
Wahrscheinlichkeiten von 62% fiir den Ubertrag 1, von 24% fiir den Ubertrag 2 und von 12% fiir den
Ubertrag 0. Dies scheint logisch, da ein Ubertrag von 0 nur dann zustande kommt, wenn die Summe der
drei Ziffern einschlieBlich des Carry-in kleiner als 10 ist, ebenso ist es bei einem Ubertrag von 2 der
Fall, dass als Summe 20 bis 29 mdglich ist, wir demnach wieder 10 Summen haben. Allgemein kann die
Addition in der folgenden Form aufgeschrieben werden:

Tabelle 5: Addition von m zufilligen Zahlen der Lénge n.

Carries Ch Cha Chz -+ GC3 C, G Co
Summanden X] n—1 X] n—2 cee X173 X] 2 X]71 X] 0
Xm,n—l Xm,n—Z tt Xm,3 Xm72 Xm,l Xm,O

Summe N Sy oS3 Y S So

Es gilt immer Cp = 0, da wir keine vorherige Spalte haben, die uns einen Carry-in liefern konnte.

6.3 Die Matrix I1

In Tabelle 5 nehmen wir wieder an, dass die X, , zufillige, gleich verteilte und unabhiéngige Ziffern
zwischen 0 und 9 sind. Dabei bilden die Ubertriige eine Markov-Kette, die sich wie folgt beschreiben
lasst:

P(Crr1=Jj|Ck=1i,....,Ci=c1,Co=co) = P(Cyy1 = j| Ck =1).

Dabei bezeichnet C; den k-ten Carry und c; bezeichnet den Wert des k-ten Carries, also welchen
Ubertrag wir tatsidchlich haben. Der Ubertrag Ci+1 hiingt nur von den Ziffern X 4, X5 ¢, ..., X,k sowie
dem Ubertrag bei Cy, ab. Die Ubertriige, die wir davor gemacht haben, sind irrelevant fiir die Summe der
k-ten Spalte. Der Frage, der wir uns nun zuwenden ist: Welche Werte kann Cj, tiberhaupt annehmen?

Proposition 32. Wenn m Zahlen der Linge n addiert werden, ist der maximale Ubertrag von Cy, kleiner
oder gleich m — 1.

Beweis. Der Beweis soll iiber Induktion erfolgen.

Fiir den Induktionsanfang m = 2 gilt, dass wir maximal Xj o = X> o = 9 haben kdnnen. Zusammen
ergeben die beiden Werte 18, was zu einem Ubertrag von 1 fiihrt. In der nichsten Spalte haben wir
vielleicht wieder X; 1 +X> 1 = 9, insgesamt somit 949+ 1 = 19. Als Carry-out ergibt dies wieder 1.
Dies kann immer weiter fortschreiten, wir werden die 20 nie erreichen und somit bleibt der maximale
Ubertrag 1.
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Die Induktionsvoraussetzung sagt aus, dass der Ubertrag beim Addieren von m Zahlen maximal
m— 1 ist.

Fiir den Induktionsschluss wollen wir zeigen, dass der maximale Ubertrag von m + 1 Zahlen hochs-
tens m entspricht. Wir wissen aufgrund der Induktionsvoraussetzung, dass wir beim Addieren von m
Zahlen als maximalen Ubertrag m — 1 haben. Angenommen wir haben tatszichlich m — 1 als Ubertrag,
dann haben wir als Summe 10(m — 1) < X; ; +--- + X ,, +i < 10m, wobei i wieder der Carry-in und m
jetzt unser Carry-out ist. Addieren wir nun in dieser Spalte als weitere Ziffer Xj 41 = 9 dazu (insgesamt
demnach m + 1 Ziffern) gilt: 10m < Xp ; 4+ +Xpm +9+i < 10(m+1). ]

Dass der maximale Ubertrag m — 1 entspricht, sicht man auch in Tabelle 4. Wir haben m = 3 Zahlen
addiert und die Ubertriige 0, 1 und 2 erhalten — der Zustandsraum von Cy entspricht daher der Menge
{0,1,2}. Wir bezeichnen unsere Ubergangsmatrix wieder mit IT = (77;;), und die einzelnen Eintréige der
Matrix haben die Form

m;j = P(Carry—out = j | Carry—in=1i) wobeii,jec{0,1,....m—1}. (6)

Um einen einzelnen Eintrag der Matrix IT zu berechnen, also ein 7;;, schauen wir uns die Addition an
k-ter Stelle an — dies ist die Addition die zum Ubertrag Cy, 1 fiihrt.

Ciri=j] & 10j<i+X+Xox+ - +Xnp <(j+1)10
= Xip+Xopt oA X +Y=0G+DI0—-1—i=:z (7)

Dabei ist das Y eine von Holte zusitzlich eingefiihrte slack variable und es gilt 0 < X 4, ..., X, 1, Y <
9. Die Anzahl der ganzzahligen Losungen von (7) entspricht dem Koeffizienten von x* im Term

(1+X—|—X2+"‘+X9)m+l (l_xlO)erl(l_x)f(erl)
m

YR (g ()

s=0

r=0
@) - rm+1 m+s r+s
: Eon(T))

r,s=—00

Q; (;(_l)r<m:r1> <m—|—zm— 10r>>le

Es gilt (1), da wir fiir (1 —x'0)”*! den binomischen Lehrsatz und fiir (1 —x)~"*1) die binomische
Reihe nutzen. Fiir (2) fassen wir die zwei Summen zusammen. Wir konnen bei —eo starten, da die
Binomialkoeffizienten 0 ergeben, solange r < 0 oder s < 0. Zuletzt gilt (3), da wir s = z — 10r setzten.
Wenn r > z/10 ist, wird (m“r; 10r ) wieder 0. Insgesamt sind wir in den einzelnen Schritten bijektiv von
r,s zu r,z gegangen, um die Koeffizienten von x* berechnen zu kdnnen. Der gesuchte Koeffizient von x*

(1))

Holte erginzt an dieser Stelle noch, dass r < z/10 = j+1—(i+1)/10, nur wenn r < j— |i/10] ist.
Fiir die Ubergangsmatrix gilt daher:

—
—

ist demnach

Satz 33. Der Prozess der Ubertriige fiir die Addition von m Zahlen der Liinge n zur Basis 10 ist eine
endliche Markov-Kette, mit Zustandsraum {0, 1,...,m — 1} und der Ubergangsmatrix I1 = (m;;). Dabei
sei I1(m) die Ubergangsmatrix fiir die Addition von m Zahlen bezeichnet, mit den Eintréigen

7, = lj%loj(ly(m—i—l) <m—1—i—|—(j-|-1_,»)10>.

1o = r m
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Dabei sind die 7;; aus (6) die gerade genannten Eintridge in der Matrix IT.
Beispiel. Fiir m =2,3,4,5 erhalten wir die folgenden Ubergangsmatrizen I1(m):

0,0715 0,528 0,3795 0,021

(0,55 0,45> élfiz g’gs ghféz 0,0495 0,484 0,4335 0,033
0,45 0,55 012 066 0.22 0,033 0,4335 0,484 0,0495

0,021 0,3795 0,528 0,0715

0,02002 0,30492 0,53262 0,13992 0,00252
0,01287 0,25927 0,54747 0,17577 0,00462
0,00792 0,21582 0,55252 0,21582 0,00792
0,00462 0,17577 0,54747 0,25927 0.01287
0,00452 0,13992 0,53262 0,30492 0,02002

Der Wert 0,165 bei der Matrix fiir m = 3 in der dritten Spalte sagt zum Beispiel aus, dass wir bei
einen Carry-in von 1 (da 0,165 in der zweite Zeile steht) mit einer Wahrscheinlichkeit von 16,5% einen
Carry-out von 2 (da 0,165 in der dritte Spalte steht) haben werden. Es fillt ebenfalls auf, dass die
Matrizen punktsymmetrisch sind. Fiir den Beweis dieser Aussage sei auf [14] verwiesen.

6.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte und Eigenvektoren besitzt jede Matrix, aber warum sind die der Matrix IT fiir uns von
besonderem Interesse? In ihnen finden wir die Euler-Zahlen wieder. Ein besonderer Vektor ist der
stationary probability Vektor v = (po, p1, ..., Pm—1), der die Bedingung vIT = v erfiillt, was ihn zu einem
linken Eigenvektor macht, der zu dem Eigenwert A = 1 gehort — dies gilt fiir jedes beliebig gewihlte m.
Aber wie kommen wir darauf, zu sagen, dass 1 iiberhaupt ein Eigenwert der Matrix ist? Diese Frage
beantwortet der Satz 34. Dabei bezeichnen wir im Folgenden die Matrix der linken Eigenvektoren mit V
und die inverse Matrix zu V mit V~!. Wenn wir uns auf eine Matrix zu einem bestimmten m beziehen
schreiben wir V (m).

Satz 34. Die Eigenwerte von I1 sind durch die geometrische Folge 1,1/10,...,1/10™"! gegeben.

Satz 35. Die unterste Zeile der Matrix 'V entspricht fiir m der (m — 1)-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks,
wobei die Zeile in V mit alternierenden Vorzeichen versehen ist, positiv beginnend.

Satz 36. Die oberste Zeile der Matrix V (m) entspricht den Euler-Zahlen A, .

Nach Satz 34 entspricht die letzte Zeile von V dem Eigenvektor zum Eigenwert 1/10"~! und die
erste Zeile dem Eigenvektor zum Eigenwert 1 unddemnach dem Vektor v. Fiir diese Sitze soll es an
dieser Stelle keine ausfiihrlichen Beweise geben, diese konnen in [14] nachgelesen werden. Es steht im
Vordergrund die Bedeutung der Euler-Zahlen in der Matrix V zu verdeutlichen.

Beispiel. Wir wollen uns die Berechnung vom Vektor v im Folgenden fiir m = 2 genauer anschauen

0,55 0,45

> = (p00755+171 '07457 P00>45+p1 0755) = (p07pl)'

Wir erhalten als Gleichungssystem

0,55pp +0,45p1 = po
0,45po+0,55p1 = p1.
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Mithilfe von Umformungen erhalten wir po = p1. Da die einzelnen Eintrdge des Vektors insgesamt 1
ergeben miissen, gilt po+ p1 = 1 und somit po = p1 = 0,5. Der Vektor v hat fiir m = 2,3,4 die folgende

Form:

2:v=(1/2,1/2)
3:v=(1/6, 4/6, 1/6)
4:

(1/24,11/24,11/24,1/24).

I 3 3
|

1%

Wir wollen uns nun die Matrizen V (m) = [v;j(m)] fir m = 2,3,4,5 anschauen. Dabei bezeichnet
vij(m) den Eintrag der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Matrix V (m). Um die Matrix V(2) vollstindig
berechnet zu haben fehlt uns noch der Eingenvektor w zum Eigenwert 1/10. Dieser wird analog zu
dem Vektor v berechnet. Wir miissen wIT = w1/10 I16sen, was uns zu po+ p; = 0, 1(po + p;) fiihrt, und
wir erhalten py = —py. Der Vektor w hat die Form w = (1, —1). Wir haben bei v = (1, 1), wenn wir es
ganzzahlig machen.

Cnon 1 26 66 26 1

. 1 4 1 L3 3 1 10 0 —10 —1
(1 _1>, N £ R I -
2 1 L33 1 -2 0 2 -1

1 4 6 —4 1

Der erste beschiiftigt sich mit der Rekursion von V, die eine Ahnlichkeit mit der linearen Rekursion
von den Euler-Zahlen (4) aufweist.

Satz 37. Sei 0 < i < m, dann gilt fiir die Eintrige v;j(m) der Matrix V (m):

vij(m) = (j+ Dvij(m—1) + (m— j)vi j-1(m—1) ®)

mit vi_1(m) = 0 und viy,(m) =0.
Beispiel. Seim =35, i=1und j =3, dann gilt:

V13(5) = (3—|- 1)\/13(5 — 1) + (5 —3)11173,1(5 — 1)
= 4V13(4) +2V12(4)
—4-(—1)42-(~3) = —10.

Im Beweis gibt Holte auch eine alternierende Formel an, um die Eintriige der Matrix zu berechnen.
Hier zeigt sich wieder der Zusammenhang mit den Euler-Zahlen. Die alternierende Formel ist:

vij(m) = i(—l)’(’"“)m Lt ©)

r=0 r
Nun kommen wir zu der Diagonalisierbarkeit der Matrix I1.

Beispiel. Mit Satz 34 kennen wir die Eigenwerte, dass heifit, wir miissen die Eigenvektoren dazu
berechnen — diese ordnen wir dann in der Matrix V='(4) an:

124 1/4  11/24  1/4
124 1/12 —1/24 —1/12
124 —1/12 —1/24 1/12
124 —1/4 11/24 —1/4

vi4) =

Zur Ergédnzung sei die Matrix der rechten Eigenvektoren gegeben, die wir mit U bezeichnen wollen.
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Wir sehen eine Ahnlichkeit mit V~! — wenn wir die Spalten von U anpassen erhalten wir V!

1 -1 1 ~1
S RIS VERES VAR VE
1 1/3 —1/11 —1/3
11 1 1

Beispiel. Wir iiberpriifen die Matrixmultiplikation D = VIIV ™! fiir m = 4 und somit auch die Matrix

vl
1 11 11 1 0,0715 0,528 0,3795 0,021 I
po |1 3 =3 —1f [00495 0484 04335 0033 | |3 1 7 T
Sl -1 =11 0,033 0,4335 0,484 0,0495 T T
1 -3 3 -1 0,021 10,3795 0,528 0,0715 L S
I DU § B ~ 2 1 0 0 0
1 3 -3 —1 1 1 —1 —1 1
w0 ©© ®m |2 2 =mw n|_|Yw 9 0
S B A 1 -1 1 L 00 L o
100 100 100 100 24 12 24 12 100
=3 3 -1 1 =1 1 =1 0O 0 0 L
1000 1000 1000 1000 24 4 24 4 1000

Lemma 38. Die Spalte ganz links von V besteht nur aus der Zahl 1.

Beweis. Die Aussage ldsst sich beweisen, indem wir die uns die Rekursion fiir die Matrix V zuhilfe
nehmen. In Satz 37 haben wir die einzelnen Eintrige definiert. Die Eintrige haben stehts die Form

vio(m) = (04 1)vio(m— 1)+ (m—0)vig_1(m—1),

wobei der zweite Summand immer O entspricht, da wir v; _; (m — 1) haben. Es muss demnach lediglich
der erste Summand betrachtet werden. Da wir dort 1v;o(m — 1) haben kommt bei v;o(m) der gleiche Wert,
der auch bei vjo(m — 1) in der Matrix steht. Fiir die letzte Zeile gilt

Vim-1,0 = ZO:(_UV(’";’: 1) (01— pyn—n=)

r=0
= (_1)0("1:;1)(0“—0)”!("11) =1-1-1=1.

Jedes mal wenn wir eine Zahl mehr addieren, also von m auf m + 1 gehen, fiigen wir die 1 in der
ersten Spalte der letzten Zeile ein. Fiir V(2) haben wir die Matrix berechnet und gesehen dass wir nur
die 1 als Eintrag haben. Wir haben ebenfalls gerade gezeigt dass wir in den weiteren Matrizen die
bisherigen Eintrige iibernehmen und nur mit einer 1 in der letzten Zeile ergdnzen. Somit ist das Lemma
bewiesen. O

Lemma 39. Die rechte Spalte von V hat alternierend die Zahlen 1 und —1.

Beweis. Dieser Satz soll ebenfalls mithilfe der Rekursionsformeln (8) und (9) erfolgen. Fiir die Eintréige
der letzten Spalte gilt
Vim—1(m) = (m)vim_1(m—1)+vipy_o(m—1).
Der erste Summand fillt weg, da v,,— (m — 1) = 0 ist. Es muss sich nur der zweite Summand angeschaut
werden. Wir haben demnach
Vim—1 (m) = Vim-2 (m - 1),

weshalb der Eintrag v,,— ,,—2(m) dem dem Eintrag v,,_1 »,—1 (m) entspricht. Wir miissen auf diese Weise
wieder den Eintrag aus der vorherigen Matrix tibernehmen. Fiir die letzte Zeile konnen wir diese Formel
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aber wieder nicht anwenden, weshalb wir den Satz 35 nutzen. Wir wissen, dass die letzte Zeile der Matrix
V(m) der m — 1-ten Zeile des pascalschen Dreiecks entspricht. Die einzelnen Eintrdge sind demnach:

) = (-1 (" 1)

J

Fiir die letzte Spalte haben wir:

m—1

s tean) = (17 (M ) =

Wenn m geradzahlig ist, dann ist der letzte Eintrag der Spalte negativ, ansonsten positiv. O

Satz 40. Wenn m Zahlen addiert werden betriigt die Wahrscheinlichkeit, einen Ubertrag k zu haben dem
Wert

A
DPmk = mk mitk=0,1,....m—1.
m!

Satz 41 (Satz von Perron-Frobenius). Der im Betrag grifite Eigenwert von I1 konvergiert gegen die stable
distribution der Matrix I1. Sei Il eine positive m x m Matrix. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir eine quadratische Matrix ist p(I1) der Spektralradius von I1. Dieser sei wie folgt definiert:
p(I1) = max{|A| : A ist ein Eigenwert von I1}. Es gilt p = A = 1, da 1 immer ein Eigenwert
einer stochastischen, quadratischen Matrix ist, alle anderen Eigenwerte bezeichnen wir mit A;.

(2) Es existiert ein rechter Eigenvektor x = (xy, . ..,Xm—1) von Il zu dem Eigenwert Ay so dass x; > 0
fiir 0 <i < m— 1 und dass Tlx = A1x. Ebenso existiert ein linker Eigenvektor y, fiir den yIT = yA
mity; > 0 fiir 0 <i<m—1 gilt.

(3) Es gilt: im IT" /A1 = xy', wobei die Eigenvektoren normalisiert sind, so dass y'x = 1.
n—soo

Der Satz folgt Brémaud [4, S. 159]. Wenden wir den Satz 41 auf unsere Matrix Il an, passiert
Folgendes:

Zu (1): Der groBte Eigenwert ist A} = 1, egal fiir welches m. Dies besagt Satz 34.

Zu (2): Den linken Eigenvektor zu dem Eigenwert 1 kennen wir bereits: er entspricht dem Vektor
v=(po,...,Pm—1)- Die in Satz 34 gegebenen Eigenwerte ordnen wir der Grofe nach an, von 1 beginnend,
zu 1/10m 1,

Wir betrachten (3): Die Matrix IT konvergiert zeilenweise gegen den linken Eigenvektor der zu 1
gehort — der stationdren Verteilung v.

Too e 70, m—1 ! A’";O e A"%im'*l
m! m!
. . n—»oo
7 . .
A 0 A m—1
ﬂmfl,O Tcmfl,mfl ﬁ W;nin,

Beweis von Satz 40. Wenn wir zuriick auf den Vektor v blicken, sehen wir, dass dieser als Eintrige die
Am,O Am,]
m! m!

Am,m— 1
m!

Pmi enthélt. An erster Stelle steht an zweiter und so weiter, bis an letzter Stelle im Vektor
steht.

Der Zusammenhang liegt in dem Satz von Perron-Frobenius. Dieser geht auf den betragsgrofiten
Eigenwert und dessen Eigenvektoren ein, wenn A eine quadratische Matrix ist. Da der gro3te Eigenwert
von ITden Wert 1 hat, besagt der Satz von Perron—Frobenius dass die erste Zeile der Matrix V proportional

zu der stable/stationary distribution unseres Uberragsprozesses ist. Damit gilt Satz 40. O
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Beispiel. Fiir m =3 passiert nach dem Satz das folgende:

0,22 0,66 0,12\" 1/6 4/6 1/6
0,165 0,67 0,165 == |1/6 4/6 1/6
0,12 0,66 0,22 1/6 4/6 1/6

Die einzelnen Zeilen der Matrix konvergieren gegen die stationire Verteilung v = (1/6,4/6, 1/6).
Dies geschieht sogar schnell, wenn wir die ersten Potenzen berechnen:

0,22 0,66 0,12 ’ 1717/10000 3333/5000 1617/10000
0,165 0,67 0,165 | = | 3333/20000 6667/10000 3333/20000
0,12 0,66 0,22 1617/10000 3333/5000 1717/10000

0,22 0,66 0,12 ’ 0,167167 0,666666 0,166167
0,165 0,67 0,165 =|0,166667 0,666667 0,166667
0,12 0,66 0,22 0,166167 0,666666 0,167167

Wie konnen uns auch den rechten und linken Eigenvektor zum Eigenwert 1 anschauen und die
genannten Eigenschaften iiberpriifen. Es gilt zum einen x'v = 1:

1/6
(1,1,1) | 4/6 | =1/6+4/6+1/6=1,
1/6
und wir haben fiir x' = lgn A™:
1/6 1/6 4/6 1/6
a/6 | (1,1, =[1/6 4/6 1/6
1/6 1/6 4/6 1/6
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7 Abbildungen

Abbildung 1: Gewichtetes Euler-Dreieck fiir 0 < k£ < n < 6. Entnommen aus [17, S. 9].
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